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Dio tablice izvoda
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3) (uv) =u'vt-v'y; 3a) (cu) =cu’;
R RO
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12) (arc sin u) =m: 12a) (arc sin x) ZV_IL—T’;
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x+y=1

z= 1-x-y 0<x<l
oL 2 . L . . 0<y<l-x
1. Izracunaj trostruki integral [ = jdx Idy I(4+z)dz . Sa slike projekcije odredimo granice:
S 0<z<l-x-y
_._ B _ ______________________________________ .“.J. dXdde _ ].dxl]f dy liXJ:de _ IJ.de 1 'Z‘ l=x-y _
RJeS?nJe; s L ) L Lo g l=x—y § §l-x-y ; o o= x—y ’
2
z 2 1-x
1= |dx|dy|(4+2)dz = |dx 42‘ +—‘ dy = |dx |(8+2)dy =10 y‘ dx = I 1 I ! !
J J J I I o 2" I I I = fax [ ( (=x=y)dy=[dv [dy= [y dc=[(1-x)d=
| ; ) 4 40 0 I-—x—y 0 0 0 o 0
=10 [(=x)ac =10z ' -2 ' )y=102-2)=10-2 =22 2
J( e =1004 |, =] 1) =102-2) =10- == ENEREER |
o 200 2 2
dxdydz 0 el oy ak oy
2. IzraCunaj trostruki integral ”Ldmy o , gdje je G ogranicena ravnima : b) .gj l-x—y 220, XLl s s
G ATy

a) x+y+z=1, x=0, y=0, z=0; Z)

b) x=0, x=1, y=2, y=5, 2=2, 7=4. Skicirajmo oblast G (vidi sliku).

—————— e —

Rjesenja:

——— _.*.4-._..-

a) jG”ld_x‘iy_"Zy x=0, y=0, 7=0

Skicirajmo oblast G (vidi sliku desno).

x+y+z=1 PR
I 1 1

l-x-y=
x= 0 je yOz ravan Lo ody Yol dy Yo% dy —dy=dt
-0 dx dz=|dx |z =2 |dx = =
y=0je xOz ravan J Jl—x—yz-" 6[ 5[ 2l-x-y J Jl—x—y y=2=t=-1-x

z= 0 je xOy ravan
y=5S5=>t=-4-x

(1) =

0

1 —4-x

~2ax | “t" = —2;jlnt

0 —l-x

Odredimo projekciju oblasti na xOy ravan:
Nacrtati sliku (uputa: pogledati xoy ravan sa
slike desno).

1 1 *
Xty tz=1 =-2 Ojln\x+ ddx+2 Oj Infx + 1l =

z=0
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Zadaci za vjezbu

U zadacima 3474. — 3476.proceniti daté integrale.
3474. fff (¥ +y*+ 2% dv, gde je Q—lopta x*+)?+2*< R
a

3475. [[[ (x+y+2)dv, gde je Q—lopta x>1, y>1, z>1, x<3,
Q
y<3, z<3. ‘
3476. fff (x+y—z+10)dv, gde je Q—lopta x*+y*+22<3.

U zadacima 3517 — 3524 izratunati navedene trostruke i trojne integrale
1 2 3

3517.°fdx!dy!dz. 3s18. fdxfdyf(x+y+z)dz

X

j? oy : e x Xy
3519. | dx [ d
J xof xof xy zdz. 3520. of dx of dyof x3y2zdz.

e—-1 e—x—1 xt+yte l ( )
n(z—x—y,
3521. dx f dy f —dz.
f J x—e) (x+y—e)
] e

3522. f / dxdydz

,  je oblast ogranitena ravnima x-o, y=0,
J o(x+y+z+1) R

z=0, x+y+z=1.

3523. [[[ xydidydz, Q je oblast ogranitena hiperbolitnimsging
a’

_idom*z=xy i ravnima x+y=11i z=0(z>0).

3524. f f f ycos (z+x)dxdyds, Q je oblast ogranitena cilit
o

i ravnima y=0, z=01i x+z=—12—:—.
Rjesenja

4
3474. 0<l<?nx’. 3475. 4<i<72.

— + a‘ 11
W16 B YI<U<2RYI. gepy 6 asip BEIETD g0 B as0. L
‘ a8 110
2e—s. 3z t(n2-3). mm L. s B!
3521. 2e—S5. —2-—( n —-8—). 180" ETErn
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Zadaci za vjezbu

U zadacima 3547 — 3551 transformisati trojni integral f f f fx y 2

dxdydz na oilindritne koordinate p, ¢, z (x=pcCosg, y= psm@,z z), ili na
sferne kordinate p, 6, ¢ (x=pcosg-sind, y=psingsinf, z= pcos0), a zatim
ga svesti na trostruki (sa odredenim posebnim granicama integracije).

3547. Q je oblast u prvom oktantu ograni¥ena cilindrom x*+ y?=R? i rav-
nima z=0, z=1, y=xi y=x} 3.
) 3548. Q je oblast ograniena cilindrom x*+)?=2x, ravni s=0 i para-
boloidom z=x2+y?

3549. Q je deo lopte x2+y*+22< R? koji leZi u prvom oktantu.

3550. Q je deo lopte X%+ y*+22< R? koji leZi unutar cilindra (x*>+ Y=
=R(2—y) (x>0). ‘

3551. Q je oblast koja predstavlja zajednigki deo dve lopte x2+y*+ <R
i X+ +(z—R)*<R%

U zadacima 3552 — 3556 izratunati date integrale prelazeéi na cilindrine

ili sferne koordinate. « v .
v Rjesenja
3882, [dx [ dy[d:. .=
° Via 0 3 R .
Viza 3547. fdzqua ff(pcosqa, psing, z)pdp.
] ™ 0

2 V&—= .
3883, [dx [ dy[z/ ¥y d
L] o ]

B

2cos 9 02

"
7
. -R VR VR=a—A 2848, ‘ J )
3ss4. [dx [ &y [ P+p)zd [ae [ ede [ 16ose. psing. Has
-R  _yE—a ° -7 .
¢ Viem Vicas z .
3sss. [ax [ dy [ xz 2 dz. 3549. [ sin0d0 [ do [ f(pcos¢sin, psingsin® pcos 6)pdp.
o 0 o H PO .
"
3556. [[[ (2 +y?) dxdydz. gde je oblast T oxmn /R
° : 3550. f" f pdp f "f(pcos g, psing, z)dz
Q odredena nejednakostima z>0, r2<x?+ )2+ 22< R2. = ° -

dxdydz .
3557’fffl/x2+y2+(z oy gde je Q—lopta x2+y2+22<1.

dxdydz . o
3558. fffoz+y2+(z 2)2,gde)e Q—cilindar X2+ y*<1, —1<z<1.

Rjesenja 3ss1. ?dq’oprdp ﬁ}Tﬁ f(pcos o, psing, z)dz ili

R-VRI—g

kd

3.
qu»flmedeff(poosvlmo psin ¢ sin, pcos0)p*dp+
[ )

~
2= 2 2Rcos®

B . +f de f sin 640 f f(p cos ¢ sin 6, p sin ¢ sin 6, p cos 6) p*dp.
o % [
ass2. %0 3ssa Do asse. inR’. 3585, =
2 9 8
3556. —N(R’—-r’) 3587. 2—“

—  Y2-1
3558. 1:[3V10+ln Vl_w-—ﬁ—s].



IOY{M/‘e\«a c(voxfb’ulcnf 9 ff:p"af/q_

’ @N%’i povr<ivy 7[[5‘”6 oyiuicere /)“'/"‘1’“1“ y=-x",
4 x-Y-2= 0_
1 "00‘/’(\'\164 Za«l{\/ofevne_ v 0]"4‘14'56“€ 0é/a‘(£'. 4 £ Y
p =j]dxdr J Nau"llq/’“lo (‘//'ZM pro‘gd{wo frujeé\«c 'L[QJLC
L\{ bive Y=e~x? [ /mvf.

0 ocloéjo . 7[, x-9 -2=0,

Qc Zq/.rewt[ Wy é‘je lq éoj‘t\/;;t("\e Efq/"ﬁ /oovN Z= (% 7’3) 5 Y‘qu_
= K~
odyzdo ravan 2=0 a pectrancce Y roye2 =0

val begtls //01101 bo-q, Mg rava; xoY X +x =220
i2leae e omedeno TbroCo /oocfmi/(

W Ax-2=0O

-4r3

$ izvag < D~1{+o=¢ =

Xe> -2, Xp= A

(><—4>[A<4'L§=O

‘_,___ — X=4 =7 Y—:— -

SR
6 "7 Y‘ x X = _2 -7 7,_; _
2 | / A bl -4 447
‘ ] hqa\f’\:‘. — ~—
0 24 ,( 1
3 . ) —’/'\*/\’Z 4
+ /D"‘/(—x (x’Z})JX’ (-x =x42) dx X / -2 x'),/ 25 =
4 - -2
2
- -2 ; -
kugla x> +y* +2z> =12 . .
oA g +Li3a0.3 =BG 1632 —
-3
/I neci . exe

P,"[FLJY s b N A

ﬂ A —)(/L A
/O‘*/f“[«’v “’fJX/J1 —‘/(-x‘)‘[x-z))clx St
J -2 x2 -2

- 53 224

Mo -+ M ® s o o

funkcija z = x* —2xy+3y +2

valjak x* + % =2x



OquL,[t‘ 5("7 g

@/amc’cﬁa{ ]oowuvw /;j”’e Loa'/'
/IHIJOM X"'Y —QFY- ‘

= {
p_//dxe/\( Y
y .
x7’+17’=a\}?Y
x4 Y'L—mf_'y o T
w* +Y Y q Y a -3 .501 =0
* a3 mE' : :
X +(Y - —2-'}—3 :(—2‘\ o
érwj < Cey trom “ fqé’é“ C(o) %?) ‘
/00/4.4/765‘4(40; %—J? ' »
UVO(!(M (M/e“e_ X= VoL@ O=syr=< ﬂ??
Y=°'—i—?+ reiv Osy 22T
‘21 2 < =
.3—, or 3—; %Lr(-=(°*“to %——Vilwc( ¢ JT [7/.:!“!%
21 oY o . J=r
v f —9—'/—=£1\4~€ —Z—;\f;: VCo&c(
‘ 27' avy
}0 /J)( = f ¥l JVJ(( /V (JV C!‘F
—i- 22U

= 2, i T "
._/%VL c{‘-,”?—E—S%‘F/ _ 22 g
o Y o “ /Oowii‘iq 7[:'5‘,,{

o]
/é‘oj" /"C Ojlﬂ"ﬁ'f?‘—gcr
iU l/ 0

225

@/Zvacqnal{l /OVV<IVo( émvo:miéoj 4- qj{q Oﬁecfel—zoj
/q ovim a /quqéo/or X -q?/ x* é, Y cdx f-/lx

b oc<d«
(o<ac<o, /‘i\) P"‘//Clx"l‘r
Y:%X’L \/=ix’)_
A
0|>b

/VO{ 4/44,'54-4 nwacru }Dovrfl'yq
B
<

[Z2vacuvc llf_

/Dr.'w./f fiveo ¢§-e dec'e :

-45.7_’.)'5/&
%
‘\/{'c]iwg Ju 4p 2€w0 u»a‘.' Nw eyue x* . vt
2 / U= /I V=— o e
as< Sé 7] x‘L. Vv Y T 5( \7 /
Sd =" = 2

°<\<V\</3“ Y K’L X = YL =7 X = (6() = XL’ = x ’azv

. = - A

: Yy V4 v usv x= m—'

Ix 33X
SR (a2 MR AL =X
Y: T: = = o® = MV?' ]: u 3 C"J’I:/JI(L((\‘
QY oY
1 N Y 2y
4, - ax 2 -t % o ¥, .z Su BV
x=.ugv‘s a 34V av Tugv3 4 /s 3 _4
1 _ 4_3_2
i, oy _4, 5,5 _, %23 =2 -3=3°3
=ydy?d =3¢V Sy ¢ TV \
b

=
s

Qo
-

I
\;‘1\0_
\ho

(O AN
&
=l

Q.
<

f
Wi

SRCF
5
S~ o\,}

<

U
(RIEN

-~

e

~
-—

N
\
(N‘\

cs

8

=

‘>

}_
N



@/zmzcma{f 2"(/%‘“1['7‘4 fye/‘?, OJWV'?:‘E('—zo /ovw‘/'wme(
Y.——xq') Y-_,{)

x+Y+ 2'—"{) 2=0 .,
J SL«'C.‘M"WQ nu e éjc/o_
X+ Y+ éﬁ-/r /Q. vavaan fi‘-:fi%‘_,{) Lo/'q Wiy, 2 W,. [ or o&/ﬂe 4-

Y=A4, 2=0 <L« rv4qvna/

Y=s" j.c c,‘li‘1‘=‘4 @

NQ/VM “O o/{vfom/a e

,7/0 c[a pm/.l‘( wa wna
"OY rqvcm
—>
21 r.
Andimo preec 4 o Gl Lvive o i
Yo = 4o PR sexrag
xt1=4 xz-fX/&':o
/ Y=x¥ /S ,{.’,,":'47" x":‘:’/{sé .xz-?.gfé
Y=1,_,( ,“‘L__-lil:,lz =2 o
\ z te= 242 -é=§£6
V: ‘//“)C(X)T) J)(QL{ < ??[‘(V;'W / .4?{ < o({oqu ?}"‘7"(‘6 e?o . “‘b
0 o / yfeb [Bad o#é?;owlnq /po/? C/b( Y/}

U nagess *f/“é—”/“ %,/*;TB‘*"”"T M&Wo <u <cbice)

= - S —l£x£,{ A OSYE{
\ f[ﬂ,-x-‘r\J"J‘f fcllf fe 0 §x1'$‘/$4 . '[I ﬂ:§W<X<

V[dx((/vxﬁ\dr /(w — xy| _,/

o,
- rede
1 4 (e->*) -y(,{- '-) 4@_ F&l /
4.4 4 447 5%
/(‘I -4t ->< 1>( - i*_z___ >°1X=_f("s"'>‘7'+\€>‘q—x+§§".,.=_'3£*$+7 7cC

@/émcwm(( Zoz/?"?"w vy f/e/a 1/ '@ Ofrom,';éao

PovrIivam a xzrl) x+2y+2=¢4%  Z=0

['. 3 . o
j k=271. c.‘liw(‘fﬂ’ y /“’x{ (Ww /Dmv‘a S‘nuo /'O/fLC‘J“ /OW\{ﬂLq Ua
XOY ravga . x"—’Z_YL
xt2y =4
x421=4 /4 2=y L2
x e =d Yrev-2=0
(7-D(Y+2y =0
Pacrbomeo <liba Yood = x=2
] 1 = =
,=2 = x=¢
x+21=Y4 ‘H
\ -2€Y& 4
oayl
2 (2)4\ x=29 0

2y"¢ X< 4-2y

Xt27+2=4
2=4- x=2y

= ~X- el ef
/ 4—ZT V /[‘l ZT\ X

v /[j(é x-2v) le] Jv —/[4x _Zfo_"Z_}’ZY‘X/‘r ZYIJT
2

T k2
-2 'ZT

/[4(4 27’—27 )= % (((4 2‘.‘(‘) (273 ) ~2y (4-27+ sz)jJY

A
=/[lévé‘?7' “’;‘Zi 2y @?YMY 4y ]J‘{ /@Y &Y +4r—emﬂ
-2 W
4 Ik 1 1 1
—:é—_ys/ _26_)/3/ +2,qu/ __Z_YL/ ““?Y/ =§9: 33 23+4(*‘5)‘—(—$)
-2 _ -2 -
2 gc 15 _ &1
+@-3= % 6 —1¢- 154 12 +24 = -'+$6 3= ¢ S

228



@/2"4&445{{{ a(/n’wz,“,q zly:e/q) éo/e/t oJsz,‘c'ec‘o €4

/{DVlﬂ(\l“'lq “q é= YI- )(1') Z-_‘.O > = _t 4_ .
: [he uid: s ol o] S
é. Za/rew,'vw Z[ith Se woZe va Eune Li /oo“wclw c/vo.rZ(Vc(Loj :‘//. \(; {(Le. v<.j{“«o C‘é( 03¢0 ,—,_u(i 4(: fo wy 'l e, ¥YECUYG4~
/0\‘406((4 z[p/o<z(m,éo] iv7 Z(equ/c(. 2o ba ey J/uc‘q/*q Y plenine \/7//;[[57) de "/T ; Z/O
W,

éoﬂ(tl[“wo </€Jeéc C/v{/‘c Fovwu

le
/
\/”—'— 79:9‘(3(1»\'47 \/—/\/]/‘J’(QIY J; . =
o// > 5 ) V= Lf/(Y %) dedy fcl/‘
le £ /’03"‘('4_‘)7' lar;ﬂ’i L Zawds od JEChecig f y )
Y
. 5{« ’wt{([evyﬁ /;,c/wé/"v v=4 C/}/ //YL"%Q') Q]X = A’/(sz/Y_ .%X?%) JY =

IN

<Y< 2
/ie VE {Z ('\Acé A/iécd

sy

z?,( OQ( ove C(ng-( 7/:01/"/‘(

f;/e o,

/,o\/y(ivlq 476,' 0}1/4‘1,?4\'0/'14 //’l
Sézcim',w{;/ w:?c If(/’flo /’/ :
/l'- L a ! Zeyt-
’ g | ‘ Napiie Dle zeytoit 0 °
I | i to prege ?=Y X Le 0
| : <4, sz{ Su YO avn; x z 2
| Yot _ 3 A4 _andy 2 3 g L g {32
| " 4f(Y‘zT>7“’/§'Y JT-?H '—3'};{%‘?
/} ¥ ) o © /
' b zevo
961@1/6
‘r% 2= X"
g5 = (»,\’L-/_;}l: Y =xY= 2(x T)
= A}/o v \(;vte&lil‘( u, © a
s Loerdradey g 2t
20513 = (1) T
= f"/—*’[” s \(p\e{vrﬁ« 12 an{ay
Wy 02 ocuy
20-%,t )= Y=y Y™ - Léfo/o
230

< Gelnivo u odvon, wer Y02 —aiu
229



@ /zchcmq lél ch/"lowmq Ole

éo, ge ‘16?/?2-1 L/‘{L{llqr crliv

?f,/? /Opfe_ ><1'+)/11-¢27‘=,/'
ro x1’+./~{-4§1=,/' )

J./VGCN%“M (Lt‘cc( ove C/Jf 7L\'f‘f‘e o /omfl["""(

2 _ﬂ —
<~ - |

2020 dx &( teue g

D e whago by,
& ot T @ e

/( /»o/e éCI '(é“‘rbw

vaveu ol

/ol’e.( k c,/mo/kq ( /O/Z(C /OVVO u*«,eﬁ/co-q
xo}' o.[c() o ((Vufo CL(/{ ~f’1u-.¢l{")c&t4 7

u odyocq na
odwocy wa yoé olu, l
Y f

4. Y=‘Ff?i—'"" k|zr=:+\l’4j;:
X

e

A : \ ¥ xg
7 V fcfx/\}/ BN c[\{ 2 V- /EKSY)J*‘/T) \177{{’ f
_ 4+ 4&;4)({\]71?

Uz

wved;wo /,/qw‘e, éoot//t‘w(/ﬁ{ Yubo op:(au{z ol/a_(f

=¥ coLp / . .

f=vLiv ¢ powoc /9[‘"‘11[” éo oVCAﬂ«r é‘( 7

(.(Y(.({ -y JV J? "
231

o ij.qu tlva( Li’ltfq /40‘4«0514 /’0/@"‘%[‘ ZOW‘{-‘“A

Ofil'\'ma ‘7/
(44 2 of X% ¥ ¢q X4 d
2 LN
oty g <4 X ;‘/ “2Y44 <4
g ey | x +y‘szy
e oy r-< siye fip
r< 25y
. Osh<agy 14
0 jt’ C<livpe [ (qéo /O.Jk-aé”ﬂ‘vo /rvl é\aC("Qa() 'L(O wd )
“‘7—0\9l«c )

lyre  de
‘C‘(C& JT 28 > A /04 g o (Jva (/ucé/ﬂ

40 CLrrezo0)
28ivP<d = )m elo /"""“ﬁ'q“‘arv/:ao é"?‘é""vl()

EERAICTD

4’/44{, < 1

T
<X
VA ¢
o¢r < 28y
1
“2

27 2sive 24 o Gy s

I,

7 ¢e(, %) 0§e <%
ogy <4 ‘

V= {[,4_ ero(( ﬂ"mc/rc/‘f’ +[/n[,7——"c/m/<(

x
¢

[ “/C‘ff e - {ff:;?r( f&f g WZ"J@
' T

T o
{ / o )7— z.:.v-.( 0&’2} J‘{e zl[gé
- et . | r ne
="z 3’ / c/ =- "' "f((’f‘ﬁ’/w ‘(> /{) C/‘? r:of fz—w;kg:tiil
0 =z o (Z-trw’)z JC\SOW/V‘L'/’?M anﬂ‘"
Veers ded _
// “ "/’/Jgf( ;]”'J(u) /{(z) [“)/&{ _-«j4)4¢
v % I Ss
¢ "y fRPrwd 5T
232



@ Izradunati zapreminu tijela ogran.iéenog povriima:
104, z=x2+4y2, y=x2, x=1, z=0.,

105. z=xy, y=0, x=0, z=0, x2+y2=r2,

RjeSenja:

104. Zapremina tljela V ogranidenog sa ravni z= 0 povrsi z=f(x, ¥)

(z=0) i cilindrom koji IZI‘CZU_]C oblast D (x, y)-ravni, a ima izvodnice para-
lelne sa z-osom, data je sa

V= ff f(x, y) dxdy.
-D,
U ovom sludaju povr§ z=f(x, y) je paraboloid z=x2+ y?, (slika 18a) dok
je oblast D data na slici 18b.

. z|

Yl Vi
} y
/ y=x?
/ 1
v |
— 4
-1 0 1 x
X
Sl. 18a SL.. 18b
Bice
88
V= ff(x2+y2)dxdy fdxf(x2+y2)dy——l-£
q 105. Tijelo ¥V se sastoji iz Cetiri
jednaka dijela od kojih su dva ispod
r ravni z=0 (sl. 19). Bice

r Vr2—x2
. V= 4fxdxf ydy =

r

1

4
=2fx(r2—x2)dx=——

0

Sl 19 233

@ Izradunati zapreminu tijela ogran.iéenog povrima:
106. z=4— 2, y=, z=0.
Rjefenja: g
106. Povrs z=4 — y? je paraboli¢ni cilindar okomit na ravan yOz, -a povrs
y=)~;i je paraboli¢ni cilindar okomit na ‘ravan xOy (sl. 20). Tijelo V pro-

. . 2
jektuje se na oblast D u ravni z=0 ograninu parabolom y=x—- i pres-
2

jekom cilindra z=4—y3? i ravni z=0 (sl. 21).

y
g
(-2,2) (2,2)
-2 o P X
SI. 20 : Sl 21

2
V= ff(4 y?)dxdy = fdxf<4 y?)dy= 2fdxf(4 y)dy =

-2 x?
2 "2_
2
2f(4y—-——— dx = 2f(8-—————2x2+x6)d ——2—§-6-
g X 24 21

2z
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Izratunati zapreminu tijela ogranienog povrSima:

107. z=1-4x2—y%, .z=0.

RjeSenja:

107. Paraboloid z=1-4x2—»? je okrenut nadolje, i sijede se sa

ni z=0 po elipsi 4x2+y?>=1 (sl. 22 i sl. 23). Zato je

12 Vi—4x2

ve[[(-4x2—y)=[ax [ (1-4x2—y)dy~
D

=12 Y142

12 Vi—axz

v o, 0
Smjenom 2 x=sint dobija se

/2 w2

, 8
=4fdx [(1—~4‘x2-y2)dy=7
0

4 . 4f(1+coszt
= tdt=— —
14 3fcos 3 2
0 0

12

2
)dt=—7—:-.

47|

[

Nof~

3 .
f(l —4x)2dx.

0

N~

Si. 22

235

\

rav-

Zadaci za vjezbu

Zapremina tela. I

U zadacima 3559 — 3596 pomoéu dvojnih integrala naéi zapremine
tela ograniéenih datim povriima (parametre koji ulaze u uslove zadatka sma-
trati pozitivnim velitinama).

3559. Koordinatnim ravnima, ravnima x=4 i y=4 i obrtnim parabo-
loidom z=x2+)*+1.

3560. Koordinatnim ravnima, ravnima x=a, y=>b i eliptitnim parabolo-

idom z="—+—,
2p 2¢

3561. Ravnima x=0, y=0, z=0 i -+ : +Z =1 (piramida).
a ¢

3562. Ravnima y=0, z=0, 3x+y=6, 3x+2y=12 i x+y+z=6.

3563. Obrtnim paraboloidom z=x2+)? koordinatnim ravnima i ravni
x+y=1.

3564. Obrtnim paraboloidom z=x2+)? i ravnima z=0, y=1, y=2x
iy=6—x.

3565. Cilindrima y=}x, y=2)/x i ravnima z=0 i x+z=6.

3566. Cilindrom z=~;-y2iravnima x=0, y=0, z=01i 2x+3y—12=0.

3567. Cilindrom z=9—)? koordinatnim ravnima i ravni 3x+4y=
=12 (y>0).

3568. Cilindrom z =4—x2, koordinatnim ravnima i ravni 2x + y=4 (x=>0).

3569. Cilindrom 2)?=x i ravnima -;‘—+%+i-1 iz=0,

3570. KruZnim cilindrom poluprenika r, &ja se osa poklapa sa ordi-
natnom osom, koordinatnim ravnima i ravni i+L== .
r a

3571. Elipti¢nim cilindorom -32—+y’- 1iravnima z=12—3x—4yiz=1.
3572. Cilindrima x?+)?=R? i x>+z*=R%
x2 . .
3573. Cilindrima z=4—)? y= 3 i ravni z=0.
3574. Cilindrima x2+ y*=R?, z=;—z- iravni z=0 (x=0)\

3575, Hipe_rboliél;im paraboloidom z=x2—y? i ravnima z=0 i x=3.

3576. Hiperboli¢nim paraboloidom z=xyp, cilindrom y=Vx i ravnima

x+y=2, y=0iz=0.
3577. ‘Paraboloidom z=x?+)?, cilindrom y=x? i ravnima y=1 i z=0.

. xt 22 . . b .
3578. Elipti¢nim cilindrom ;4—;-1 i ravnima y=:x, y=9 i
z=0 (x>0).
d;—x2—4y?
a
3580. Cilindrima y=¢*, y=¢€*, z=€?—)" i ravni z=0.
3581. Cilindrima y=Inx i z=In?x i ravnima z=0 i y+z=1.

3579. Paraboloidom z= i ravni z=0.

3582*, Cilindrima z=Inx i z=Iny i ravnima z=0ix+y=2e (x>1).

e . .. x4y L a1
3583.. Cilindrima y=x+sinx, y=x—sinx i z= —T_ (paraboli&ki cilin-
dar &ije su izvodnice paralelne pravoj x—y=0, z=0) i ravni z=0 (0<x<
<=, y>0). -
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Rjesenja

ab (@t B
3559, 186%. 3560.-;(“—4-—).

P q
o 2. s 1
1 15
e —. 8 —.
3563. P; 3564. 7 2

ms.‘;aﬁ. 3566. 16.  3567. 45.

1
3568. 13%. 3569. 16?.

® 1
3570. —=——). 3571. 22=x.
ar’(4 3) b

16 4
=p =
as7n2. 3R. 3573.1221.

4R
3574, —;.

3
5 5. 27. 3576. —.
15a* 375 2 8

88 1
. — . 3578. —abc.
105 3

e+l
asm. ’%. 580, z(a—i—g——-).

3581, 3e-—8.
3582°%. 4e—e*—1. Telo je simetritno

u odnosu na ravan y=-Xx.

3sea, z( —%).



" 3584. Konusnom povr¥inom 22 = xy (sl. 66)
cilindrom Jx+}y=1 i ravni z=0. .

Sl. 66 Sl 67

" 3585. Konusnom povréinom 4y?=x(2—z) (paraboliéni konus, sl. 67) i
ravnima z=0 i x+2=2.

3586. Povriinom z=cosx-cosy i ravnima x=0, y=0, z=0i x+y= »;i.

3587. Cilindrom x2+y?>=4 i ravnima z=0 i z=x+y+10.
3588. Cilindrom x2+)y?>=2x i ravnima 2x—z=0 i 4x—z=0,

3589. Cilindrom x2+ y?= R?, paraboloidom Rz=2 R>+ x?+ y? i ravniz=0.

- . x24+p2 :
3590. Cilindrom x?+ y?=2ax, paraboloidom z=-—"=-. i ravni z=0.
a
3591. Sferom x?+ y?+ z2=a? i cilindtam X%+ y? = ax (Vivijanijev problem).

3592. Hiperbolitkim paraboloidom »w x ; cilindrom x2+)?=ax i ravni
]
z=0 (x>0, y>0).

3593. Cilindrima x24 y2=x i x¥$y%=3x, paraboloidom z=x2+ 3? i rav-
nima x+y=0, x—y=0i z=0.

3594. Cilindrima x2+y>=2x, x24+)*=2y i ravnima z=x+2y i z=0.

3595. Konusnom povr§inom z2=Xxy i cilindrom (x2+3%)2=2xy (x>0,
>0, z>0).

3596. Helikoidom (,,spiralne lestvice**) z = harctg l, cilindrom x2+ y?= R3
x

i ravnima x=0i z=0 (x>0, y>0).

Povr3ina ravne oblasti

U zadacima 3597 — 3608 pomo¢u dvojnih integrala naéi povriine na-
vedenih oblasti.

3597. Oblasti ogranitene pgavama x=0, y=0, x4 y=1.

3598. Oblasti ograniene pravama y=x, y=5x, x=1.

2
3599. QOblasti ogranigene elipsom -:—2 + {2— =1.

. 2 B N
3600. Oblasti ograni¥ene parabolom y1=b—x i pravom y-i x:
. a a
3601. Oblasti. ogranitene parabolama y= Vx, y=2{x i pravom x=4.
3602%. Oblasti ograniéene krivom (x2+ y2)?= 2ax®
3603. Oblasti ogranidene krivom (x2+ y2)?=x*+ yA,

3604. Oblasti ograni¥ene krivom (x2+y?)2=24a?{x*—y? (Bernulijeva
lemniskata). i :

3605. Oblasti ogranitene petljom krive x3+ y*=2xy koja leXi u prvom
kvadrantu. ey

3606. Oblasti ograni¥ene petljom krive (x+y)’=xy koja leZi u prvom
kvadrantu,

3607. Oblasti ogranidene petljom krive (x+ y)*=x*)* koja leZi u prvom
kvadrantu.
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3589, —:—nR’-. 3590. —=wa’.
4 ® 2 a
a1 3"’(2 3) 19N
15 3%
L —(—+1
. 3 (5)
assa, > E-l) ases, 512
z(z A
n?Rth 1
16 0 ¥

3598. 2.  3599. wab.

ab 16
3600. —. 1. —.
6 360 3
S: .
3602*. 3 na?; preéi na

polarne koordinate.  3603. %n.

2
3604. 2a°. 3605.?.
1 1
3606. — . o=
60 3o 1260

3608. Oblasti-ogranitene linijjom

"d-3 A

2. A NEEE

9 25

Povriina povrii

3626. Izradunati povriinu onog dela ravni 6x+3y+2z=12 koji leZi v
prvom oktantu.

3627. Izraluuati povr$inu onog dela povrsi z2=2xy koji se projktuje
na pravougaonik u ravni z=0, ograni¢en pravama x=0. y=0, x=3, y=6.
3628. Nati povrsinu onog dela konusa 22=x2+y? koji leZi izmedu ko-
ordinatne ravni Oxy i ravni z=;/§(i+ 1)'
2

U zadacima 3629 — 3639 naéi povrine nazn.
3629. Dela z2=x2+3? isefenog cilindrom z2=2py.
3630*. Dela y*+22=x2 koji leZi unatar cilindra x2+ y2-- R2.

2631. Dela y2+22=x2, koji isecaju cilindar x2—y?=a? i ravni y=>b i
y=—b.

3632. Dela z2=4x, koji isecaju cilindar y2=4x i ravan x- 1.
3633. Dela z=xyp, isefenog cilindrom x2+ y2= R2,

3634. Dela 2z=x2+)? isetenog cilindrom x2+ y=1.

3635. Dela x2+ )2+ z2=a? isefenog cilindrom. x2 + »=R?* (R<a).
3636. Dela x2+ y*+z2= R?, ise¥enog cilindrom x2+ »*=Rx.

2637. Dela x*+y*+22=R?, koga iseca ,lemniskatni* cilindar (¥2+ y?)? =
=R (x2—)?).

. delova datih povrsi.

x+ . .
3638. Dela z= xz+y koji leZi u prvom oktantu i iseéen je cilindrima
X2+ =11i x2+)y2=4.

3639. Dela (xcosa+ysina)2+z2=a?, koji le#i u prvom oktantu (a<%).

3640*. Izraunati povriinu dela zemljine kugle (smatrajuéi zemlju loptom
polupretnika R~ 6400 km) ogranitenog meridijanima ®=30°i ¢=60° i upo-
rednicina 6=45° i 6=60°.

) 3641. Izratunati ukupnu povrsinu tela ogranitenog sferom x2 -+ Y +22=3a?
i paraboloidom x2+y?=2az (z>0).

3642..Ose dva istovetna cilindra poluprenika R seku se pod pravim
uglom; naci povriinu onog dela jednog cilindra koji lei u drugom cilindru.
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Rjesenja

J J

3608¢. 1) %; 2) ;—:n;
iskoristiti tvrdenje formulisano
u zad. 3541.

3626. 14.  3627. 36.

3628, 8m. 3269, 2 V2rp?
3630°. 2nR?, Projicirati

povriinu na ravan Oyz.

3631. 8 V2ab.  3632. 1;(;/?:'—1).
2n 3
3633. T{(H»R')z——l).

3634. 2—3—"(;/‘5*1).

3635. 4na(a—Va—R?).
3636. 2R* (n—2).
3637. 2R*(r+4—4)2).

3638, -’45 (3—V2-V3—

—? In2+V2In(V3+V2)).
20
sin2a
"1}: (V3—V2)n3,42.10° kme2.
Pre¢i na sferne koordinate.

m‘.

16
3641. ?mx’. 3642. 8R2.
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Racunanje teziSta tijela

U slijede¢im zadacima izraunajte koordinate tezista tijela (oblasti) Q
ogranicenog datim povrSima!

. Q22 =xpAx=5Ay=5A2z=0.

Rjesenje: najprije cemo izracunati zapreminu date oblasti Q. Ocito je
OSZS\/E,aiZ Z* = xy slijedi xy>0,paje 0Sx<SA0< y<5. Zato je

505 o 5 5 5 2 500
V= .[dxjdy jdz = I\/;dxj\/;dy =[_|‘\/;de =
0 0 0 0 0 0

Dalje imamo da je
5 3

X 9 ] T 9 \/’ : 9 305 1
-2 _9 _ 9% L
X 00 (;[de(;'.dy sz 00 (;"x xdx(‘)[\/;dy 00 Jx dxa"y dy=...=3.
Ocigledno je x= ; . Najzad,
5

- 97
z:%é‘.dxj.dy

0

1000 2 2 32

S
[\N]

5 5 23 ?
dZ:i-lJ‘xdeydyz 9 x| 9 25 25 45
500 2 : 1000 2|

0

Dakle, teziste ima koordinate 7' (3,3,:—;}

2. Qiz=3-x"-y*,z=0.

Rjesenje: Uvescemo cilindri¢ne koordinate. Tada se Q preslikava u oblast:
Qz=3-p"z=0.

U presjeku ove dvije povrsi se dobija kruznica p° =3 = p = V3. Zato je
0< <27z, 0< p<+f3,0<z<3-p* Odatle slijedi:

2 B 3-p* NE) NE)
V= f”pd(pdpdz= Id(pjpdp .[ dz =2rx Ip(B—pz)dp=27r I(3p—p3)dp=
Q' 0 0 0 0 0

V3
Y. =27r(2—2 o
2 4, 2 4) 2

Sada mozemo izracunati koordinate tezista tijela:

3-p°

;=—fﬂxdxdydz——‘mpcos¢ pd(pdpdz—— jcoswchpjp dp I dz=0

jer je
jcosgockp = 0. Na isti na¢in dobijamo da je y = 0. I najzad,

0 255

_ 1 2 2z NG} 3- p 72_\/_

z=— zdpdpdz =— |d d zdz=—
! [fpravapis= 2 Jap pip | zie=22 1,0 7)

U posljednjem integralu zgodno je uzeti smjenu 3 — p*> = ¢. Dobija se dalje da je

2o AT (2= 21 Znasi, T(0,0,1).
9 22

Napomena: U nekim slu¢ajevima mozemo i bez racunanja odmah zakljuciti da je
neka od koordinata tezista jednaka nuli. Radi se o slu¢ajevima kada su jednacine
povrsi koje opisuju oblast (2 simetri¢ne u odnosu na neku od promjenljivih x, y ili
z. Tako npr. u posljednjem zadatku, ako

ozna¢imo f(x,y,z) = z—(3—x2 —yz) =x"+y>—z-3, imamo da je
f(xy.z2)=f(-xy,2)i f(x,y.2) = f(x,—y,z), $to znati da je funkcija
£ (x,y,z) simetri¢na u odnosu na x i u odnosu na y. Zato smo dobili da je

=y=0.

=1

Zadaci za samostalan rad:
2

3. Q:z:y?,x:O,yzo,ZZO, 2x+3y—12=0.

4, ¥’ +y +z7=a’, X +y =ax.
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Zadaci za vjezbu

. Zapremina tela. II

U zadacima 3609 — 3625 pomoéu trojnih integrala izralunati zapremine
tela ogranitenih datim povriinama (parametre koji ulaze u uslove zadatka
smatrati pozitivnim veli¢inama).

3609. Cilindrima z=4—)* i z=)*+2 i ravnima x=—1 i x=2.

3610. Paraboloidima z=x2+)%> i z=x2+2)* i ravnima y=x, y=2Xx
ix=1

_ 3611. Paraboloidima z= x+)* i z=2x2+2)% cilindrom y=x? i rav-

ni y=x.

3612. Cilindrima z=In(x+2) i z=In(6—x) i ravnima x=0, x+y=2
ix—y=2.

3613*. Paraboloidom (x—1)?+)*=z i ravni 2x+2z=2.

3614*. Paraboloidom z=x2+y? i ravni z=x+J.

3615*. Sferom x?+y?+22=4 i paraboloidom x*+)*=3z.

3616. Sferom x2+ y?+2z2=R? i paraboloidom x>+ y*=R(R—2z) (2>0).

3617. Paraboloidom z=x2+)? i konusom z?=Xxy.

3618. Sferom x2+ )2+ 2z2=4 Rz—3 R? i konusom z2=4(x2+ )% (misli se
na deo loptine zapremine koji leZi unutar konusa).

3619%. (x*+y*+z%)2=a’x.
. 3620. (x*+y*+2Y)*=axyz.
3621 (2+)2+2)0=a2". 3622 (32+)+1)=
3623. (x2+ )2+ 293 =a? (x*+ )%
3624. (x2+y)2+z4=a’z.

3625. x2+y2+22=1, x2+)*+22=16, 22=x+)% x=0, y=0, z=0
(x>0, y>0, z>0).

at 22
x4 y2’

Tezista homogenih tela

U zadacima 3666 — 3672 nai teZi§ta homogenih tela ogranitenih aaﬁm
povriinama. )

3666. Ravnima x=0, y=0, z=0, x=2, y=4 i x+y+z=8 (k .
&eni paralelepiped). ? : y y (koso zase:

. x2 2 X )
3667. Elipsoidom —;+§+§2—=1 i koordinatnim ravnima (misli se na
deo elipsoida koji leZi u prvom oktantu).

3668. Cilindrom z=—‘};—z— i ravnima x=0, y=0, z=0 i 2x+3y—12=0.

3669. Cilindrima y=}x, y=2)x i ravnima z=0 i x+z=0.
X2+
2a

3671. Sferom x*+3*+22=R? i konusom ztga =} X2+ )2 (loptin isedak).
3672. (x2+y*+2%)%=a’z.

Rjesenja
3666. E--:—;. n-f—:. K-%.

3670. Paraboloidom z— i sferom x*+)2+22=3a? (z>0).

3 3 3
3667. E—?a, =gh C-?c.

.

6
3668, Eme, =
egem 5

18 15 12
3689 8= VS T
5a
3670. £-0, 7=0, (-5(61‘3 +5).

3671. =0, -0, §-¥(1+cosa). 3672. =0, n=0, c-%_
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Rjesenja

3611. —3—

3610. K .
35

12°
3612. 4 (4—31n 3).
xnt.%. Projekeija tela na

ravan xOy je krug.

3614. % Preneti koordinatni

potetak u uéku_(%, %, 0).

1 1
3615°. ;—w i ?sn. Preti

na cilindri¢ne koordinate,
s L3

3616. — xR’ L —.
i 2” 3617. %

92

3618. —rR%.
5

1 .
3619*. -—3—mr‘. Preéi na

sferne  koordinate.

a® 4
— . —xa’.
. . 3. ma
4 64
362 —ra. 3623, — ra’.
e 105"
TP 3gs,
3
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Zadaci za vjezbu

U zadacima 3770—3775 izratunati date krivolinijske integrale

370. f 5= pri Somu je L odsctak na pravoj y=—;~x—2 koji lesi
L

izmedu tataka 4(0, —2) i B (4, 0).

3771. f xyds, pri ¢emu je L kontura pravougaonika &ja su temena
L
4(0,0), B(4,0), C(4,2) i D(0, 2).

3172, [ yds, pri %mu je L luk parabole y*=2px, koji le%i unutar
parabole x>=2py.

3773. [ (x*+)?)"ds, pri &mu je L krug x=acost, y=asint
L

Lf xyds, pri emu je L &tvrtina elipse koja leZi u prvom kva-
drantu. .
Lf mdc, pri &emu je L prvi svod cikloide x =a (r—sin t):
y=a(l—cos?).
3776. Napisati obrazac za izrafunavanje integrala j F(x,y)ds u po-
larnim koordinatama, ako je kriva L zadata jednatinom p p(q») (qa,<q;<m)

Rjesenja
3777*. Izralunati f (x—y) ds, po krufnoj liniji x>+ )*=ax.

3me. V52 3771 24.
3778. Tzradunati [YX2—y2ds po krivoj (x* + Y2 =a? (x*—y?) (x>0) (polo-
L

m%’(s}’?—l); 3773, 2x0%+1,
vina lemniskate).

ab(@+ab+p)
3779. lzratunati _/ arctg—d: po delu Arhimedove spirale p=2¢ koji 3T —«——
leZi unutar kruga polupreémka R, &iji je centar u koordinatnom pocetku.
. z2ds
3780. Izratunati f

t, y=asint, 37%6. [ F(pcoss, psing) Vo7 +p7 de.
Ty PO Prvom zavoju zayojnice X =acost, y A o
x4

z=at. *

3777‘-"—:—1. Preci na polarne koordinate,
3781. lzralunati f xyzds po delu krufne linije x*+ y+22=R, o
L

P 3

R : o 222 e L eaaiiog

x24 y2=", koji lezi u prvom oktantu. 3 12
4 .
3782. Izralunati f (2z—Vx*+?) ds po prvom zavoju konusne zavojnice 2780, Smr; Vi' — RYV3
N

x=tcost, y-:}smt, z-t . 23 s

:3783. Izralunati f(x+y)ds po delu kruZne linije X+ pP+22=R, y=x, 3782. 3 [(1+279)2—1]. 3783. R*}/ 2.
koji lezi u prvom oktantu
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3@in 3778. 4xaVa.

(Zadaci su skinuti sa stranice: \pf.unze.ba\nabokov
Za uocene greske pisati na infoarrt@gmail.com)
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Zadaci za vjezbu

U zadacima 3792 — 3797 izradunati povrsine datih cilindri¢nih omotata,
koji Jele izmedu ravni Oxy i navedenih povr¥ina. ) - '

3792. x*+y*=R?, z=R+%2-.

3793. y=2px, z=)2px—axt.

3794, y2-= 4 (x—1)3, z=2—V§.

9
3795. x2+y2=R?, 2Rz=xy.
xt y? . e b . '
3796. = +; =1, z=kx i z=0 (z>0) (,cilindri¢na potkovica*)
a

3797. y=V2px, z=y i x=-§—p.

3798. Izralunati povriinu onog dela kruZnog cilindra koji iz xijega iseca
drugi isti takav cilindar, ako im se ose seku pod pravim uglom a polupreg-
nici su im R (uporedi sa reSenjem zadatka 3642)..

3799. Naci povriinu onog dela cilindra x2+)?=Rx, koji leZi unutar
sfere x2+y?+z2=R2, .

Rjesenja

np? 11

3792. 3xR:. 3793.—;—. 3794.?. 3795. R:.

»

3756. ka(a+-2—ln-a—-t£), gde je c=V a?—b?. Za a=b S=2ka®.
¢ a—c

3797. -:—fpz. 3798. 8R:.  3799. 4R
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1. Izracunaj krivolinijski integral [ = J.(xy —1dx + x* ydy od tacke A(1,0) do tacke B(0,2).
L

a) po pravoj 2x+y=2
b) duz parabole 4x + y* =4
¢) duz elipse x=cost ; y= 2sint

Rjesenja:
a) Skicirajmo datu pravu (uputa vidi sliku desno). g y
2x+y=2
y=2-2x
dy = -2dx
y Ly
1= J.(xy—l)dx+x2ydy = tz
0 L
j[x(z 2x) — 1 + x*(2 — 2x)(~2dx) = !
1
0 £
= j (2x =2x" =D + (—4x* + 4x7)dx =
1 (/) A
‘ xt o X0 X7 o
= j(4x3 —6x° +2x—1)dx:4-7‘ 1 —6-?\ 2| x| =-142-141 =1
1

2
dx+y' =4 = x:l—yT

1= I(xy—l)dx+x2ydy: J‘Kl—);jy—l}(—;dyj+[l—ﬁj ydy =
(y——l]( dyj (l—yz+16jydy—

2

J

2 3 5
vy y .y
= ——+—|dy=

5[[ 2 8 2},}} [y 2 16jy
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3 2 3 6 5 4 3 32
ryr. .y J )’+y)dy:y$+i/()(2));2 y‘2+L‘z

: 2 ° 6
64 32 16 8 12 2 4 4 10+12-30-20+45 17
i —+—-=-2-—+3=

35 3 15 15

+
964086

¢) Skicirajmo elipsu (uputa: vidi sliku sa prethodne stranice).

X = cost y = 2sint
dy = 2costdt
X =cost
L,:{y=sint
0<r<Z
2

3
I= j(xy—l)dx+x2ydy: J(cost-ZSint—l)-(—sinta’t)+coszt-2sint~2costdt:
0

= [(—2sin’*tcost +sin#)dt + 4 cos’ tsin tdt = j(4cos tsint +sinz —2sin’tcost)dt =

O'._.NW

T K K

2
=4 Icos tsin tdt + J-sm tdt—2 J-sm tcos tdt —
0

cost =u \ )
Icos3tsintdt: —sintdt = du :—Iu3du :_%+C:_coz ! e
sintdt = —du
sint =u 3 3
Isin tcostdt = J. 2clu——+c-sm !
costdt = du 3
x 4\ © z L3\ 7
P DRI SN IS (L I I S S N S
4 ) T N R 3777373
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Zadaci za vjezbu

U zadacima 3806 — 3821 izralunati date krivolinijske integrale.
3806. f xdy po konturi trougla koji obrazuju koordinatne ose i prava-
L

b4 Il, — u pozitivnom smeru obilaZenja (tj. nasuprot kretanju satne

X
—_—— =

2
kazaljke).
3807. f xdy po odselku prave —x—+—;i= 1, od talke prescka sa apscis-
a

L
nom do tatke preseka sa ordinatnom osom.
3808. f (x2—y? dx po delu parabole y=x% od koordinatnog poetka do
, L
tatke (2,4).
3809. f (x*+)?)dy po konturi Zetvorougla &ija su temena (navedena po

L .
redu obilaZenja): 4 (0, 0), B(2,0), C(4,4) i D(0, 4).
3810. f —xcosydx+ysinxdy dui pravolinijskog odseka koji spajs

(x, 27)

2) y=x4 3) Pe=x,

0,0
tatke (0, 0) i (=, 2w).
. wn
3811. f xydx+(y—x)dy duZ krive
[

1) y=x,

4 y=x.
@y
3812. [2xpds+x?dy duf keive 1) y=x, 2) y=x2, 3) y=32, 4) y=x.

©.0)
3813. fydx+xdy po delu kruga x=Rcos?, y=Rsint, od =0 do
L

>
3814. f ydx—xdy po elipsi x=acost, y=bsint, u pozitivnom smeru

L
obilaZenja.
3815. f Ydx—xidy
) Sy
L
Tc.

3816. [ (2a—y)dx—(a—y)dy dut prvog (ratunajuéi od koordinatnog

Rjesenja

3806. 3. 3007—2-

, po polukrugu x=acost?, y=asint od t,=0 do

t,=

L
poletka) svoda cikloide x=a (t—sinf), y=a (1—cos?).

1

56
3808. ——. 3809. 37—.
15 3

1
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x2dy—y2dx . .
3817. f iy*yzs_’ pri éemu je L deo astroide x= Rcos3t, y=Rsin’¢
L x34y% 3810. 4.
od tatke (R, 0) do tagke (0, R). 2
pl; plT, 4 L (2xy- x")
3818. f xdx+ydy+(x+y—1)dz duZ pravolinijskog odsetka od tatke TR 20’
L
(1, 1, 1) do tatke (2, 3, 4). 3812. U sva &etiri slutaja ¢ {
vrednost integrala je 1.
3819. fyzdx+zVR’——y’dy+xydz po zavojnici x=Rcos?, y=Rsint, 3813. 0. 3814. —27ab d—; i 2
,_. "4 * . = (Y "ZX?’ )Jxr— (W—x —2x(\/;'_x1))4)(=.
2=—, od njenog preseka sa ravni z=0 do preseka sa ravni z=a. 3815. 3% 3816. ma’. x* x*
4]
4.4, 4 3 2 ( 3 1
xdx+ydy+zd. = g ‘ 1 g 2 2 4
A MR duZ prave linije. s lﬁnxﬁ 1 " ‘% 4 1 x" 1.3 -2 z xt_\. z )(2 =5
anRe - (2)( X -2 4 X ):.2-4 _Zx 3 R 30
3818. 13. 3819.——T ) ° 0 P
TR °
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3820.
alhy Vx*+y2+22—x—y+2z
3821. fy’ dx + z2 dy + x2 dz duZ krive po kojoj se seku sferax’+y‘~;z’=R’

L
i cilindar xf+ y’=R.x (R>0, z>0), pri &emu je smer obilaZenja po konturi,
posmatran iz koordinatnog poletka, suprotan kre%satnc kazaljke.

3820. 3 /3. 3821. -



@ levagunati  Lrivoliuccke

%) gxdy -[x+2y)JY
g

¢

f‘ﬂZLCJVq/C

‘ é’) ?{}’CQ(XC[X%»(/HK o/)/
+¢

2

/;.xc!x /x+z~() o/y../
ec

[2~(t 2.¢xun) (] =/( criyde= L / ,
(>— 2><+qy.4) J
po én'v9' R f(ﬁt e 4 frmtjaa c“y'\’ Lo v bour  A(-1; 0)) /;'.)::"*‘,’/_;’: | . X -4
i “'X/ = 2+8=/0
B[o)'zB i C(2)0), 0 : ‘
A !
{ / Zxclx petar) dy= A
J fP/*T)CIHQf 51y J< bivotivcki iw/tfwf( b wrebe CA ﬁZx (X+2(o)> ]J"‘/‘ZYJx =7. -—x/ 1-4=-3
’;f;nj . 2 . 2
{ rvg ¢ (q u L[Lu Y=/ <xe /-
Al L 4 e 0 7/3 A (é{ zxq(x [x+2y) J = ~4+40-3= b reno
lenal <o rezma po Jorwdls Y= -3
! / (/) (o) + @(Kyzm) rzﬂ)) dx -7

‘?L“C"V"f/"’“o bucke o XOT vavu
pra 7: /;m[q;l Lo bazbe A ;=
LrE=1 /1
-2x+Y=4

nereye
A)No'z’eu«o u/oc[%L('(f éree»ow,( 7£0V"w/"(

/’%Y)fo Qoo dy "[/{ i%‘ %f )J*’JT

Y=12x49 . = Y=o
praa Aa/vf /VO{QH Lroz- {‘az’ée 4 ; C

x Y = .
xt7=2

f=-x+2 =7 Y =4

a)— f

AL

8c
Po f“‘f') Y= Bt

P pag Y=.oxxq

AR

2x cjw (=t21) c{y /[ZK [ ’

“0x*899 d

Zxe-[ x+2Y) t{‘j = / inx-/wzﬂc(r + / 2w d = (ex27) JT

b o 0 oot
oSVau ;CCwa L"‘téf"a‘q ¢
: 0
//YCosx Oy vGux 'c/»f = Q;”)"‘f"“’x Py Y=y casx
s ‘ *j;.g,ﬁc’o.(x o/
.

1l

oy = Cosl x

D- V.J <l Zc« (/?zéué o2

& ok )
=//( cotx- @00 bty -l idy = o
)

) 0

¥ /zxc&-(xfzv)é Y

CA
r° P2’ Y

fVQ;\ewo

e w/-'r

x+z(zx*7,33zle -{( &x —g) Jx___g x/0~4’" ¢
¢ (xiéx-‘-‘() )

= E)(-0)-8 =4

300



@/ava&’qnq{f fz[xz—r‘fl)éx"[’“'ﬂlcjf SJje /“e (& éo»; {c(Vq

c .
éonjlof AARC /oohézwo
Ce43Y ),

4y

ovyey { Coue (4(11)) 8¢z, 2,\)

P(xﬂ) = Q_(XZ-r‘{l) =2x%+ 277‘
Qexyy = (xe1\ " = xPeaxyey™

[l”(x,y s+ Qi v) JT f{-——— TPBJ"JT

forwela @’t'%q

Xa~%g

1=, = T‘Q (% -x4)
2= = (xa
Y'2=~X+2 = Y-.-x.{-t,
9l _ P
—3/7'*‘1\/ 33 = 2xt2y 2R

ax T oy T 2X427 4= 2x —ay

18342
0’§x< 754_)( C/?-(x + )e‘x +(x+T\“?.JT //(2><—27) J)(JT

/[ /(zx ~27) in( dx = /(zw/

4x—x

1. el —
(4*\—»

2
j‘@x(‘/ ~2ax) - (76~ gx) Jy "j(&’x—4x ,,/g+ex§cfx /(—‘w +44 X - lé)JX

2 2 Q_?
¢-4,%x3/4 +/£-‘§></4 —/:6'5(//:. ——z--z+g.5-/6=?———— I A

3" 3

301

,Oo/a ree Loor’ é:‘\w t‘e.

@/z-vq&’ququ,' /XTZJY' X?.r JX g(l/t /'*e c Lrwig

C T2 * tiveowq La ¢/
x +YZ"—Q7' [ z‘ffij‘/ ¢ e{é “ /0? f AE

2. 9P _-

J Posry= -y gy =t

=<Y) = z
Qemm) = >y 22 oyt Disuptea?
x 2R op |
EE R AR e

jﬁ(xﬂ) c!x+Q[x1)°l‘[ //(962 QP)JYJY
Fovwel o Greeqq
o X=Fcoqp
= \, Y= rery
7 J gosrs q\o
O<svy <o
/ 7’ QIY—XYJX-//(X‘(‘T)E"‘(JY /ﬁ,c‘,{fﬁ,,w\q \0) }’erp"

JZ/SJVIJ? 4r/ - q".cf/zf Ta

XtrC’o((o

T=req e hedy= rdrdp

302



@/érq@’uua(ﬁ‘ é/ivo/[vu\ré[ "M f‘fjm/

/-’ (xY +x+v) Jx T/XY*X—Y\ QLT aéo /'C, C:x2+\/7'=3x_

: v
_,/' X +715gx q-P
X -3ty =0 %
Coaxdefogatog ‘
= - 3

C (x"'z 4 = — P
'ij Lo €v ﬁ"“") ”3 ho“é — ) 2

/olw/rfa"néér r"-i

, hWagi\ ! CVC €one %;Vw,,,é( gor ravaan
c - zc({wv\!uq éo 4{449
/pcl"chl //( CIYJ)/ -0Lé«f D}Vau,zt’nq émr{?b:._j
- 3
/0*x7+x+T> i’; X4 &= X‘f+>‘"‘() -£—=Y+/I
-g—g— = Y44 (x4 = Y- X
lalko ¢ ¢ émj) ollagt oppyuitns bregon /e V‘ﬂf(w;wﬁ
Lreyd, pq LY Gwo lakce A)/Nx//, Uy Var\/t?w/‘ éVlJ/g quJ\ta
,'/O/QV"’& éoo/(,(ﬂ»wn(e x=2 TVCO.(?’ OSVS -g
V= Vivg 0 0< P 2T
Clycl‘r =y JVCIY
/ /}X‘Hx-r‘(\ Jx txyex-1 AT //(y_x) c/yJY //(r.rmc/ {2 -rVro‘{(])' .
eT -¥drdp
[ Y of - r"VCO& c( - o
/ /( ¢) ‘Ft(c(l/ /(rcoup "’QV?”D&
9 s
:O '

J/z 2,
2
* 2 - 3 2 F
= ‘-37VJV=—2F-”/ == 5 =<=Z=7
/ zl, 204
4

‘ 303

» Il nagiv ; [/041‘5\604 vias

iC Ln‘v« U Oy / O/"ch‘town Y= ’Z/X) agsxg

/P{x,‘r >+ 6(x v clf _,/[/’[x 7/x))+ Q(x 7¢x)) 7(x\]<lx

Moc ¢ duba Lijug O/IIde, /qmmelfqmé,w, /eJLm_g/LuyH—Lq
x/,w/é)) 7’«765) f bes€sd, ey

///”' d**’Q/*’Y) = /[ /t‘) 7(5))/51('/‘ +Q’/4ﬂ‘] Yﬂ‘) 2‘/&)‘_(&(*

o o
U neie </a£q/‘z4 ¢ e busuca  Frme by Ca/ e bu#aice

‘g
== +VcC .
X=37 Theete U ngrewa </uc‘f//u1 V=-2'§ a "“7”(" Vbiab Zia<
T=rsiae P lang £y My 2

3 3

3 . =St 3
$5=-dent It e octsar
%%.*E““t Y= %«‘iwt
e

/= /(xr #r)d _ |
, ) S+l ey 67 = /[(é +3 "°<f\(3 <ivt) ,)((?3 +-—3~'ch 6\ +
_ -;-(%rr\qfé))('“ :,\ré) + ((z + ——co<'lf‘)(2£m L‘\ -f/-i "-'601é)
2 .
—-.(’i""’é\\ 2 cos© ] d¢ = ny ébi,'g\éul wacfy ovo
) h éom //'é@\/a‘zo "4' e
LTSNS JCL T &

[=-22T

304



@ po'“'«(‘oéu ’ G’,eé‘foQQ ‘\’7[0(/&1[‘(/6 (274 Euna L ju LZCJW(/

/='//X1~t>(f\(\ ({X‘!‘(XT-T‘)(—T\ JY) qéo A C ém,éw/q

¢
éme'w/cc x5%y“ =G x /"'jtcfﬂq “ /°?"'£"V""“" @u,,,»‘/u‘

.

’ G‘ €€V
r€€voy 74""4114{4 ['oc(x +Q47=//(93 _ ;gf
3x QT
AN

(&

i vy= XY+xry

=L _ 28
x 2%
Qrry)= xytx-v 27 +/(> 2 Y
Xl-f- L ax
; Y }=f[()’+4—(x+4\) Jer
X -Q>r-rr"'—o
g @ L Qa2 :
2ty orr=o |
.\t :/ﬁy_x)JXJr
x-3 a\*
(<= 3) +Y7 - (2 <
Lr-&q ‘q (1 ""oi“' dvediveo /a/wru éooy&-@/t
u (Z)O) ,01'1/'66‘1(.1"! -:— K‘-%*V.{;'lf\p
Y= Vcou( :
c brchoms o, (osre g dxdra v dvdy
oY <

v -%
- /de [,7. i o 4
) (cocp—cive) - 2 Tdy {1]®
- - 2
S 2 1= | [4r /
° S
3 2T

a -
T g b 2 [y
- — &, guw 7
o) 16 14 24 (‘S/“"?/v + Cog ‘({z _
0 =
_ 4317— o —°
= IT base "
ijft’t«y\e

305

ole- = trgy drdy = (2
;A A ‘P)V ¢ /\({r (C"W'S"vf)—%") erq =
<

(Cotp_; . q
ol flmp) '2‘21 V':./

3
Lo =
76

Zadaci za vjezbu

U zadacima 38223823 krivoliniji i i
8. jske integral
ma L, uzete u pozitivnom smeru ohilaZenja, t\:ﬁ;ﬁ;nl:?sazt‘i‘tzosxl'z .kotl:tur&
po oblastima, ograni¢enim tim konturama. e integrale
3822. [ (1—x) ydx+x(1+)?) dy. : '
L
3823. f (‘Fr+2xoos')dx+(¢"—X25in}’)‘1Y-
L

3824. Izratunati integral u zadatku 3822, ako je kontura integracije L
krug x2+)?=Re, na dva nalina:

1) neposredno;..

2) primenom Grinove formule.

~ 3828, Izratunati f (xp +x+y) dx+ (xy +x—y) dy, pri gmu je kontura
. L

integrac;je L: 1) elipsa §+£-= 1; 2) krug x*+)*=ax, a integral se uzima

oba puta u pozitivnom. smeru obilaZenja. (Ratun izvesti na dva natina:
1) neposredno, i 2) primenom Grinove formule).

3826. Dokazati da je integral [ (3x+e’)dx+(x)*+xe’—2y)dy jednak
L

nuli ako je putanja integracije L zatvorena kriva simetri¢na u odnosu na
koordinatni po&etak.

3827. Primenom Grinove formule izrafunati razliku integrala

L= [ (+yPdx—(x—y)dy
AmB

L= [+prdi—G—yrdy,
AnB

pri &emu je AmB pravolinijski odsetak koji spaja tatke A(0,0) i B(1,1), a
AnB je luk parabole y=x.

3828. Pokazati da je vrednost integrala f {xcos (N, x)+ysin (N, x)}ds,
L

u kojem je (N, x) ugao izmedu spoljne normale krive L i pozitivnog smera
apscisne ose, uzetog u pozitivnom smeru obilaZenja po zatvorenoj krivoj L,
jednaka dvostrukoj povrsini oblasti ogranitene zatvorenom krivom L.

3829. Dokazati da integral f (2 xy —y) dx + x* dy, uzet po zatvorenoj kri-

. L

voj L, izrazava povrSinu oblasti ograniene tom krivom.

3830. Dokazati da je integral f o (y)dx+[x¢’ (») +x°1dy jednak tros-
e . H

trukom momentu inercije homogene ravne figure ogranitene konturom L, u
odnosu na ordinatnu osu.
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Rjesenja
3822, fof(xuf)dxdy.
3823. ‘/;f(y—x)ﬂdxdy.

nR'.
2
3
3825. 1) 0; 2) _.1'81,

3827. -l—
3
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1. IzraCunati povrsinu figure koja je ograni¢ena krivom:

@ /qugumf{ po oci érl’voli"t('&é? “ L(C} Vﬂ/[f 1 wele ’/owﬂ}\,q
x = q (&g
y = q(1- Cog é)

o< ¢ <y

a) elipsom x =acost, y=bsint;
ravue ﬁ]‘("f’— Oj"‘?"t:'é"t‘*e boy buvon b) petljom Dekartovim listom x* + y* —3axy =0.

[o%4

/e’ Rjesenja:
. a)

/ povrz'l'»u. f}qrc ojvanlfcvq 23(2(/04'{'104‘4 /ia,/\row, C y

raéyaamo po 7£°V‘4u4/,' .4 1
s P /“/X_YQ/,< , ’ ~

3 o
¢ '\\ﬁ_x B A
x=a(t-<iqt) Y= a(1-coct) |
. . Slika 1: elipsa
C!x =q({ - cet 'é) °[7 = Qivt Koristit éemo sljede¢u formulu:

1
X o’y- ydx= a(t-auty-a it - a(t-coct) 4 (4- Co.cZ‘) PZESEXdy—ydx,

= gttt -ateimtt - a* (1-cocty? gdje je (vidi sliku 1)

X =acost
z — ST — 1 +2e¢ - s
= (f,q.,’f iy ZL 1+2 Q&f Cog f‘) Clz y = bsint
= q* (tat 2 coul -2> 0<r<27
Cew Izracunajmo izvode od x i y:
dx =—asint dt
1 _ i 2 . -2 =
p- —z/ ey pd= 4 / (o (barate zcoct -2Yy 1 dy = beosta
c o Uvrstimo u formulu:
2 - £ P=L fxay— ya lzf( beost —bsint (~a)sint)d
2 z =—Qxdy— ydx =— | (acostbcost —bsint (—a)sint ) dt
= %(/ﬁn‘wéc/f fZ/cméJ%—Z/JlL >=".=§‘(-27+0~47I’>:.3a7’7/_ 24 oy 29
0 9 g

2 2
=l I (abcos’t + absin’t)dt =l ab J- (coszt + sinzt)dt
2 0 2 0

. 2z
P . ! bj‘ldt:labt
0 2

2
=—qa ”jzlab(Zﬁ—O):abn'
2 0 2

Konaéno rjesenje: P =abx.

309 310



b)

Pa dalje raCunamo izvod za x:
3a(1+1%)-3ta (3)
(1+2)
147 —1(3t%)
(1+£)
. 1-2¢
(1+2)

dx =

dx =3a

dx =3

X teizay:

6ar(1+1')-3ar*(31%)
(1+7)
2(1+2°)-1(3%)

a3 dy=3at————dt
\ YTy

x+y+a=0 dy -

Slika 2: Dekartov list dy = 3at 2+2£ -3¢
(1+7)
Da bismo koristili formulu -4
P=—@xdy— ydx, +
> 5C5 fy—y

moramo preci na parametarsku jednacinu krive uzevsi: Pomnozimo izvode sa dx i dy sa y i X, redom

3
y=fxat=1 xdy = 3ta 3at 2 izdt
x (1+t3) (1+27)

Vidimo da polarni radijus OM (vidi sliku 2), gdje je O(0,0) i M(x.,y), opisuje cijelu petlju

-7
) ) dy =9a’t’ dt
krive kada t ide od 0 do +oo. Yay=-ae (1+t3)3
Uvrstimo smjenu y=#x u x° + )’ —3axy =0 te na dobiveni rezultat unijeti i smjenu x = X g 127
=——7>3a——
pa ¢emo imati: ’ 1+£ (1+7)
S () =3ax(x)=0 —2F
X (x) ax(x) ydx:9a2t2 (i 35)3 dt
3 3 2 L2 +
X (1+t )—3tax =0/:x  3ta
x (l+t3)—3tax2_0 1+7
x’ y_ 3w Sad uvrstimo dobijene rezultate:
x(1+£)-3ta=0 to1+r 0 5 :
1 1 2-t 1-2¢
( 3) Y_ 3ta Pzafxdy—ydngj 9a’t? e -9a°t? 157y
x(1+7')=3ta C e g c 0 (1+2)
3ta % 3 3 2@ 3
:1+t3 :1I9a2t22 t 1+32t dt:gi ° 1+1¢ di=
2 (1+0) 24 (1)
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Zadaci za vjezbu

U %adacima 3861 — 3868 pomoéu krivolinijskog integrala izratunati

povriinu oblasti ograniCene datim zatvorenim krivama.
3861. Elipsom x=acos?, y=bsint,

3862. Astroidom x=acos’t, y=asin®z.

3863. Kardioidom x=2acost—acos2t, y=2asint—asin2¢.

3864*. Petljom dekartova lista x*+y*—3axy=0.

3865. Petljom krive (x+ y)3=xy.

3866. Petljom krive (x+y)*=x2y.

3867*. Bernulijevom lemniskatom (x2+ %)%= 2 a?(x*—y?).
3868. Petljom krive (/x+ ) y)2=xy. :

Rjesenja

3861. w ab. 3862.%1!4‘. 3863. éna’.

3 ) . , .
3864*. ry a®. Pre¢i na parametarske jednaine krive, stavljajuéi y=tx.

1
3865. . 3866, —

o . — .. . iti -
50 310 3867 2a" Staviti y=xtg?.

1 .
3868°. . . Staviti y=ixi%.
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Zadaci za vjezbu

i iti i ih integrala,

U zadacima 3831 — 3835 uveriti se dg su vred.nosu datih l

uzetih po zatvorenim konturama, jednake nuli bez obzira na oblik funkcija
koje ulaze u podintegralni izraz.

3831 [o(x)dx+ ¢ (y)dy.
L

o [(2)e0%
L

3832. [ f(xy) (ydx+xdy).
L

3834. [[f (x+2)+f(x—Pldx +[f (x+ ) —F x—)]dy.
L

383s. ff(xz+y’+zz) (xdx+ ydy+ zdz).
L

xdy—ydx
x+y

3836*. Dokazati da integral f , uzet u pozitivnom smeru
L

obilaZenja po bilo kojoj zatvorenoj konturi koja -obuhvata koordinatni poée-
tak, ima vrednost 2.

xdy—ydx
x2+4y*
obilaZenj. : :
U zadacima 3838—3844 izralunati krivolinijske integrale totalnih dife-
rencijala.

3837. Izradunati (‘ duZ kruga x2+y?= 1 u pozitivnom smeru

@3 @n
3838. [ ydr+xdy. 38%9. [ Zxypdc+xidy.
-12 ©.0)
5,12

) .
d. d) . . . .
3840. f J—‘——x:y—yzy (koordinatni poletak me leZi na putanji integracije).

dx : ! -
3841. f ZdX4Y9)  bri temu tatke, P, i P, lefs na koneentriénim kru:
+ A
Py - ’
govima Ciji je zajedniZki centar u koordinatnom - podetku, a poluprcinici su
im R, i R, (koordinatni poletak ne leZi na putanji integracije). )

@13 .
3842. [ xdx—yrdy+zdz ;
-2
3,21
3843. f yzdx+zxdy+xyd:z.
1,23
.31 d
+xydz— S " P
3844. w (putanja integracije- ne preseca povrsinu
(x—yz)?
@,2,3)
X
z=_). .
y

U zadacima 3845—3852 naéi funkcije &iji su totalni diferencijali zadati.
384S8. du=x2dx+y*dy.
3846. du=4(x*—y?) (xdx—ydy).
3847, du~ EF2Ndx+ydy
x+y)7?
x- 4+ VTR
3848. du- —( )dy.
ey S ey
x—2y [ y ]
3849. du= +x | dx+|————)* | dy.
[(.v—x)2 ] (y—x)
3850. du=(2x cos y—)? sin x) dx + (2y cos x—x?sin y) dy.

2x(1—e”) e’
cdu=—"" "2 dx4+(——+1)dy.
3881 du= = ey (= ) ”
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Rjesenja
3836*. Primeniti Grinovu formulu
na dvostruko povezanu oblast,

ograni zatvy

L i bilo kakvim krugom

iji je centar u koordinatnom
poletku i koji ne

preseca konturu L.

3837. =. 3838. 8.

3839. 4. 3840. In—.

2
3848, w2

3846 u=(x'—y?) +C.
3847, u=In|x+y|———+C.
x+y

x2

3848, u-£+c
¥y

y
3849. u=In | x—y|+—+
x—y
x .y

+>=—+C.
2 3 ¢

3850. u=x2cosy+y*cosx+C.

st u-2"11yuc
T AL ARG

+

(By—x)dx+ (y—3x) dy
(x+y) '

3852. du=

7 3853, Odrediti broj n tako da izraz
* g @
diferencijal, i naéi odgovarajuéu primitivau funkciju. ‘
3854. Odrediti konstante a i b tako da izraz ,
(2 +2 xy+ax?) dx—(x2 + 2 xy + by*) dy
’ 2+ 92

bude totalan diferencijal, i naéi odgovarajuéu primitivnu funkciju.

U zadacima 3855 — 3860 naéi funkcije &iji sv totalni diferencijali zadati.

3855, du=dx+dy+dz. 3856. du=xdx+ydy+zdz‘
Cx+y+z Vx2+y2+ 22
3857 du=yzdx+xzdy+xydz.
1+x2y22
3858, du=2(zxdy+xydz-—yzdx)'
(x—yz)?

_ e 3
3859. du=dx 3dy+3y Xtz dz.

z 22

¥y y

y z 3
K z t
3860. du=e'dx+(‘-—(izf—l-)-+zen)dy+(—e——(—’fz;—2—y-+yeﬂ+e-')dz.

Rjesenja

x—y 1 y
3852. u= +C. 3853 n=1, u=~—In(x2+y*)+arctg — .

(x+yP2 - . 2 ( :y’) gx-i-C_
3854, ambm—1, um——2—+C. 3855. u=1 2

—hLouma e . u=In|x+y+z|+C.

3856, u=V ¥+ +22+C. 3857, u=arctg xyz + C.
3888, u=—2> 4c. e89. u= 32,2 c

x—yz z - 2 -

y ,

3860. u-;; (x+1)+erz—e-2, ' - -

326

(—y)dx+ (x+y)dy bude totalni
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1. Izratunati povrsinski integral:

a) I= ”(6x +4y+3z)ds , gdje je o oblast ravni x+2y+3z = 6, u prvom oktantu;

b) K = ”(y +z++/a’ —x7)ds, gdje je W povriina cilindra x” + y* = a’, koja se nalazi
w
izmeduravniz=01iz=h.

Rjesenja:

a) Skicirajmo oblast o (vidi sliku desno)

x+2y+3z = 6/:6
f + X + E — 1

segmentni oblik jednacine ravni

X+2y+3z=6

x 3z=6-x-2y
2 2 1
I e = e K M
o D Ox 6)}
oz_ 1
ox 3
0z 2
2 2 oz _ 2
N (A TR z.-2
Ox oy 9 9 9 3

Projekcija na xOy ravan izgleda: Nacrtati projekciju (uputa:vidi xOy ravan sa slike iznad).

333

6—

2y 6-2 6-2y
, +2xy )

y
+6x
0 0

dy =

14°
:3j(2(6—2y)2+2~(6—2y)-y+6-(6—2y)jd =
0
1435 2 2
:TI 5(36—24y+4y Y+12y—4)y* +36—12y [dy =
0
i

zzm.(y

Skicirajmo oblast W (vidi sliku na sljedecoj stranici)

;l;J.f(x,y,Z)ds = £If(x,y(x,z),z)-\/l+[2}cj2 +(Zj2dxdy
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K=K +K
8l X
ox PR
_,
0z

—a <a
D:
beis
’ 2 dxd
ds = 1+[— al dedz:1/1+ T dvdz = 222
2 2 at—x 2 2
a —x a —x
Klzﬂ(y+z+\/a2—x2)7l :II<\/a2—x2+z+\/a2—x2) advdz__
a’—x’
:aj 2+ ZZ Ixdz = 2aJ.de.dz+aJ‘ za'x Z)J‘ZdZZ
D va _x —-a —aNad —X o
X = asint
dx = acostdt z
ah* ¢ dx ah®> % acostdt
=2a-2a-h+— [——=|y=g=r=2 |=4a’h+— =
2 ,'!;\/az—xz ro 2 2 i a’—a’sin’t
T 2
=—a=t=—"
4 2
23 23 23
:4a2h+%J. acostdt Zh ﬂjcostdt 2h Idt:
2 ﬂaVI—Sin f 2 T cost 2 T
2 2 2
2 z 2
=4a2h+a—h-t 2,,=4a2h+ahJ
2 | L 2
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y=—a’-x*

dy_ X

ax a2 _x2
& _,

0z

ds = adxdy

= oo [ e

.”. adxdz J. _[ZdZ— J' ‘Zz h:ﬁ‘]' dx _
_a\/i \/T 200 2 e -i?
X =asint
dx = acostdt x z
ju ah® % acostdt ah® ; ah> | = ah’rz
=y = - = |- =— | dt= . 2 —
x—a:>t_2 2 ';[\/az—azsinzl 2 it 2 5 2
e 2 2
X=—a=1t=——
2

2 2
K:4a2h+ah 7r+ah i

=4a*h+ah’n = ah(4a + ﬂh)
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Zadaci za vjezbu
U zadacima 3876—v3884 iz‘raéu;xati date int;grale.

3876. ff (z+2x+—;—y) dg, pri &mu je S deo ravni %+%+%= 1
s

koji se nalazi u prvom oktantu,
3877. f f xyzdg, pri ¢emu je S deo ravni x+ y+z =1 koja leZi u prvom
s

oktantu. .
3878. f f xdgq, pri ¢emu je S deo sfere x2+ y?+z2=R? koji se nalazi u
s

prvom oktantu.
3879. f f ydq, po polusferi z=VR2——x2—y2.
s
3880. ff VRE—x*—32 dq po polusferi z =} RF—x2—)72.
S
3881. [[ x2)*dg pa polusferi z=/RE—x—y2.
S

3882. f f --df.—_, Jp_u ¢emu je S deo cilindra x2+ y*= R? ograni€en ravnima
. & . ;'::‘:.«

z=01i z-=11,‘5§j5; i¢iemstojanje talke na povriini od koordinatnog po&etka.
r-!—.

na sferi od nepomiéne tatke P (0, 0, c), (c>R).
3884. f f fi—q—, pri ¢emu je S deo hiperboli¥nog paraboloida z= xy,
r
s

3883. f fﬁi po sferi x>+ y?>+22=R?, pri &mu je r odstojanje ta¥ke
s

iseCen cilindrom x2+3y?=R?, a r je odstojanje talke na povidi S od z-ose.

3885*. Naéi masu sfere ako je povriinska gustina u svakoj njenoj ta¥ki.
brojno jednaka odstojanju te talke od nekog odredenog pre¢nika sfere.

3886. Naéi masu sfere ako je povriinska gustina u svakoj njenoj tadki
brojno jednaka kvadratu odstojanja te tatke od nekog odredenog pre¢nika sfere.

V3 © R?

Rjegenja 2876 4VEL 387r. . sem. DT

3979. 0. 3880. wR’. - 3881. 3’-1';.
H 2% R ! 1 ] za n#£2:
3882. 2marctg - s 'c(n-+-2)-[(c—-R)!'-’ (c+Ry-?

R
2:R In ::R. mn=2. 3384 x[RVE+1+InR+VE+D)
3885¢. n*R’. Primeniti sferne koordinate.
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Zadaci za vjezbu

U zadacima -3887—3893 izralunati date povrsinske integrale.
3887. [g f xdydz+ydxdz+zdxdy po spoljnoj strani kocke obrazovane
ravnima x=0, y=0, z=0, x=1, y=1. z=1.
3888. f f x*y2zdxdy po spoljnoj strani donje polovine sfere x?+ y*+
s ' '

+2z2=R2.

“x2 2 2’
3889. f f zdxdy po spoljnoj strani elipsoida LNP AL )
s = ‘ @ k2
2 2 2
3890. f f z2dxdy po spoljnoj strani elipsoida i‘—+y—+—z—= .
S : L al . b2 : CZ

. 3891. f fxz dxdy + xydydz + yzdxdz po spoljnoj strani piramide obra-
: : . ‘

zovane ravnima x=0, y=0, z=0 i x+y+z=1.

3892. ffyz dxdy + xzdydz + xydx dz po spolj- z|
s .
noj strani zatvorene povriine koja se nalazi u
prvom oktantu a sastoji se iz dela cilindra x24+y*=R? I
i odgovaraju¢ih delova ravni x=0, y=0, z=0 i z
z=H, : \
3893. ffyzzdxdy+xzdydz+x2ydxdz po N L
s O
spoljnoj strani zatvorene povriine koja se nalazi 4 y
u prvom oktantu a sastoji se iz obrtnog parabo- /
loida z=x2+y? cilindra x>+ )y?*=1 i odgovaraju-
éih delova koordinatnih ravni (sl. 68). Sl. 68
Rjesenj
JeSenJa 3887, 3. 3888 2N 3489 —mabc. 3890.0:
105 3
N
1 2R =H\ r
3891. —s-. 3892. R’H(—z—- +—-§—).. 3893. —8—_.
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Zadaci za vjezbu i rjesenja

. . . X+
@ Izradunati povrinu povrsi S, ako je S dio povrSi Z= 2+y -
X y

izmedu cilindarax2+y?=1ix?+y? =2 u I oktantu.

Rj‘ x+y
x2+y2
dz y*-2xy—x* 0z _x2-2xy-y*

dx  (X2+y): oy (x2+ y?)?

y*—2xy—x? x2—2xy—_y2:|2dd
e[ (NPT T T

gdje je D:1<x2+y?<2.
Uvedimo polarne koordinate: x=pcoso, y= psin@. Imaéemo:

imamo

Za povi§ z=

= ff\/l +—4(—c052<p—sin2q>)2+?(cos 29— sin29)’dpdp=
P . :

/2 V;

fd?fvp

Vi‘
(2+p‘—12, p3d=~tdt)
_ Ve , V3 Ve )
=?Vl(l+12_2)dt——( V2 I+V§)‘L_=' ,‘
-l el R

363

@ Izradunati povriinu povr$i S, ako je S dio povrdi x?+y?+z7=R?

koji se nalazi vam cilindra (x? +y?)%=R2 (x>~ y?).

Povr¥ §:x?+ y?+ 22 = R? isjeCena cilindrom (x? + y%)?= R? (x* -
. ‘ : ~ y?) simetri¢na je odnosu na-koor-
dinatne ravni (sl. 70), pa je

[ T+ -

I R AR
jf VRZ'—-‘(x’+y2) g

gdje je S1 dio povrdi S u I oktantu.
Uvedimo polarne koordinate. Bice

/2 R . )
P=8R | d +8R d .
/ cpft/ f 7 =ra
a4 0 0 RYsmTy
C mp2 n/4 RVcose
(Moze i ovako; P=8 R’ [dq) pde C—-8Rfdcpf
Vet =e? Vet

/4

Dakle, P==8Rf[ VR’—p]R
0

R

cos 2 0

tj. P= R2(8V2 8+2-r:)
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Izratunati povr§inu povrsi S, ako je:

258, § dio sfere x2+ y?+z2=aq? unutar cilindra x2+y*=ay.

251. S dio cilindra x2=2:z odsjeSenog ravnima x—2y=0, y=2x
i x=2V2. ,

252. Sdio povrsi y = x* + z2 u I oktantu koji isijeca cilindar x2+2%= 1.

253. S povrstorusa r= (a+ bcosB)cos <p_i,+ (a+ bcosB)singj + bsinOk.
e 250 posa [l— 1):
2
251. P=13.

_(B5Y5-1n
252 P=-— —

253, P— 4abn? (Uzeth ffds ff

D 0<cp<2 T, 0<6<21t )

dr d‘P 0; N
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@ Izradunati povriinu povrii S, ako je S povrd (x?+y?+ 232 =a’ (x*+y?).

Rj.
j Smjenom x.=p o8 ¢sin0, y=psingsinb, z=pcos 0° dobija se
jednalina p=asin6. Uvrtavajuéi ovu vrijednost p=p (e, 0) @ jednaline

x=x(p, 9, 0), y=y(, 9, 0), z=2(p, ¢, B) dobijaju se parametarsk‘e jedna-
¢ine povrsi 1
x=asin?6cosp=x(¢p, 0)

y=asin?0sing=y(¢p, 0)
a .
z=—sin20.  =z(p,0).
2
Za izraCunavanje povriine koristiéemo vezu

[[as~[[VAZ¥ B+ C?dpd®, pri Eemu-je
N D

D.2) p DX ,_ D(xYy)

Di.6)"  D@® DO

Bice:

A--a’sin’06cospcos20

B=a?sin?6sinpcos26

C= —2a%cosBsin*0 L
1 zatim

: . A*+ B>+ C? = a*sin*0, |/ 4> + B + C*=a’sin?f.

Sada je

2n 3

P= azqu,fsm 6d6= 2'n:a2fsm26d6 -2 g2,
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@ Izradunati povrdinu povr$i S, ako je § povrd (Vivanijevog) tijela
V={(x, y, D):x2+y*+2?< R, x2+ 2 < Rx}.

Rj. o o
Tijelo je simetriéno u odnosu na ravan z=0, pa je P=2 P+

2 P, pri demu je Pg povr§ina gomjeg dijela sfere, a P, povrSina gornjeg
duela cilindra. Bice

dxd)
Saff,}1+zx+zydxdy ffl/R’ e

(\:2+y2)

Oblast S’ je krug x2+ y?<Rx. Uvodeéi polarne koordmatc dobijas se

A2
2 ‘Rces o

) o : : ‘pdp _ 2f T )
Ps=R [dcp ‘ V__--;‘T_-—Pz_zk,(,2 1)

2

Povrsinu cilindra traZimo pomocu krivolinijkog integrala: Po= f zds,
, . /

pri &emu je / kruZnica x? ¢ y?=Rx, a z=) R —(x*+y}) =) R*—
- Ako " ‘jednadinu kruZnice / napifemo u parametarskom obliku

x=§(1—cosq;), y=§sincp‘, dobice se d.s;=—21—e-dcp, E(0, 27), i zatim
2r e 2n
- 2 T 2 o
=£fJR2—5(1+,cos¢)d¢=£fl/l—cos2<pdcp=
2 2 2,
0 0

:2n 7 2n -
. R2? R? )
N =%—f Vsin2q>.d¢=*2—f | sing | do =
0 0
) L1 ) 2t
_K [sinpd@—if sinpdp =2 R2
2. 2
Slijedi

P=2R%
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Zadaci za vjezbu

3894. Integral f (? + 22) dx + (x*+ 22) dy + (x* + y?) dz, uzet Do nekoj zat-

vorenoj konturi L, pnmenom Stoksove formule. transformisati u integral po
povrdini ,,razapetoj“ nad tom konturom.

3895. Izralunati integral f x2 pPdx+dy+zdz po krugu x*+y*=R?, z=0,

L
na dva nalina: a) neposredno, i b) koriste¢i Stoksovu formulu, uzimajuéi za

povrSinu S polusferu z= +} RP—x*— —32. (Integracija po krugu u ravni xOy
raduna se u pozitivnom smeru obilaZenja).

Rjesenja
3894, 2 [ [(x—p)dxdy+(y—2)dy dz + z—x)dx dz.

R¢
95, —.
38 8
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Zadaci za vjezbu

3896. Povriinski integral f f x2dydz+ y*dxdz+z*dx dy, uzet po zatvo-
S

‘renoj povrini S, primenom formule Ostrogradskog, transformisati u trojni

integral po zapremini ogranidenoj tom povrsinom (Integral se raiuna po
spoljnoj strani povriine S). .

3897. PovrSinski integral [ [x2+ 2+ z2{cos (N, x) + cos (N, ) +cos (N, 2)}do
S

po zatvorenoj povrini S, ptimenom formule Ostrogradskog transformisati . u

trojni integral po zapremini ogranifenoj. tom povriinom, pri Cemu je N spoljna

normala povriine S. ‘ ,

3898. Izratunati integral u prethddnom zadatk ¢
pretnika R sa centrom u koordinatnom iy u ako je S sfera polu-

3899. Izratunati integral
4[[):3008(}% x)+y3(:os(N, y)+z3cos(N, 2)]d6,
u kojem je § _ sfera polupretni ' .
a8 N — spoljna non_nalf. pretnika R sa centrom u koordinatnom potetku,

i 3 . . 3 ) - ° - .
Ost(og;(:gkgaéunatx integral u zadacima 3891—3843 primenom ‘formule

Rjesenja

3896. zfjf (x+y+ndxdydz.
0

x+y+2 - 12
3897.  —dxdydz. 3898. 0. 3899. — xR’
fnff Yx+y+ 22 5
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Zadaci za vjezbu

Vektorsko polje, divergencija i rotor
-4401. Naéi vektorske linije homogenog polia A(P)=ai+bj+ck (a, b ic
‘ su konstante). ‘
4402. Naéi vektorske linije ravnog polia A(P)=—o yi+toxy, (o je
" konstanta). : :
4403. Naéi vektorske linije polja 4(P)=—wyi+ox j+ hk (v i h su
konstante). -
4404. Naéi vektorske linije polja:

1) A(P)=(y+2)i—xj—xk;

2) A(P)=(—»)i+Ex—2)j+(y—x)k

3) AP)=x(y*—2)i—y Z+x)j+z(x*+y) k.

U zadacima 4405 — 4408 izralunati divergenciju i rotor datih vek-
torskih polja.

4405. A (P)=xi+yj+zk.

4406. A(P)=(P+2)i+(Z2+x)j+(*+y)k.

4407. A (P)=x2yzi+xy*zj+xyz*k.

4408. A (P)=grad (x*+)*+ 2.

4409. Sila Fi konstantnog intenziteta F obrazuje vektorsko polje; izra-
Zunati divergenciju i rotor toga polja.

Rjesenja

4401. Prave paralelne vektoru 4 {g, b, ¢,}: 3 p

4402. Krugovi sa centrom u kodrdinathom podetku.

2~rh .. .

4403.. Zavojnice sa visinom hoda ——, koje leZe na cilindrima Cije se ose poklapaju

P -
sa z-osom: x = Rcos (wf +a), y=Rsin(ot+a), z=ht+2z,, pri &emu su R, a i z, proizvoljne
konstante.

. 4404. 1) Krugovi x2+y2 4+ 22 7R1,‘ y—z+C=0, po kojima ravni paralelne simetralnoj
ravni y—z=0 presecaju sfere sa zajednitkim centrom u koordinatnom pogetku R i C su
proizvoljne konstante.

2) KrugoVi x*+y*+22=R?, x+y+z=C po kojima ravni, koje od koordinatnih osa
odsecaju odsetke iste duZine i znaka, presecaju sfere sa zajedni®kim controm u koordina-
tnom’ podetku.

3) Krive po kojima se presecaju.sfere x2+y2+22=R? i hiperboli¢ni paraboloidi zy = Cx.

4405. div A=3, rot A=0. '

4406. div A =0, rot A=2[(y—2)i +(z—x)j + (x—y) k].

4407. div A =6xyz, rot A=x(22—y*)i+y (x2—2%)j+z(*—x}) k.

4408. div A=6, rot 4A=0.

4409. div A=0, rot A=0.
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4410. Ravno vektorsko polje definisano je silom obrnuto proporcional:
nom kvadratu odstojanja njene napadne tatke od koordinatnog p(_)éetka i
‘usmerenom prema koordinatncm pogetku (npr. ravno elektrino polie obl:a-
zovann naelektrisanom materijalnom tatkom); na¢i divergenciju 1 rotor polja.

4411. Naéi divergenciju i rotor prostranog polja ako je sila polja pod-
ginjena istim uslovima kac i u zadatku 4410.

4412. Vektorsko polje je definisano silom obrnuto propprcionalnom
odstupanju njene napadne tatke od z-ose, normalno_m_ na tu osu i usmerenom
prema njoj; izrafunati divergenciiu i rotor toga polja.

_ 4413. Vektorsko polje je definisano silom obrnuto proporcionalnom
odstojanju njene napadne tatke od ravni xOy i usmerenom prema koordinat-
nom podetku; izraCunati divergenciju tog polja.

4414, IzraCunati div (ar) ako je a konstantan skalar.
4415, Dokazati relaciju
div (p A) =@ div A + (A4 grad @),
u kojoj je =0 (x, y, z) skalarna funkcija.

4416. lzragunati divb(r-a) i div r(r-a) ako su a i b konstantni vektori.
4417. Izradunati div (@ x r) ako je r konstantan vektor.

4418. Ne prelazeéi na koordinate izratunati divergenciju vektorskog polja:

r—r,

1) A(P)=r(ar)—2ar?, 2) A(P)= .
|r—r,|?

3) grad
| r—ro}

Rjesenja

4410. div 4 -;k;, gde je k koeficijent proporcionalnosti, a r—odstojanje napadne 1atke
sile od koordinatnog potetka; rot A =0. ’ k

4411. div A=0, rot 4A=0.

4412, div A=0, rot A~0. U tatkama z-ose polje nije definiseno’.‘ )

. ' el e

;—Vﬁ’ gde je & koeficijent propgrcionalnosti. U tatkama
ravni Oxy polje nije definisano. ’ ’

4413, div A= —

4414. 3a.  4416. div b(ra)=(a bd), div r(ra)=4(ra).
4417.0. 4418. 1) 0. 2) 0. 3) 0, ’

396



4419. IzraCunati divergenciju vektorskog polja

AP =f(|r])—.
|r]

Dokazati da je divergencija 0vog polja jednaka nuli samoonda kad je f (]r[)z_q ako
r?

je polje prostorno, i f (|r'])=£ ako je polje ravno, pri &emu je C proiz-
voljna skalarna konstanta. v
4420. Dokazati da je
rot[A4, (P) + A, (P)) =rot A, (P) +rot 4, (P).
4421. Izracunati rot|p 4 (P)], ako je ¢=¢(x, y, z) skalarna funkcija.

442z, Izradunau rotra ako je r inenzitet vektora poloZaja tatke, a a je
konstantan vektor.

4423. Izralunati rot(a x r) ako je a konstantan vektor.

4424. Kruto telo obrée se konstantnom ugaonom brzmom o oko wose:
nadi divergenciju i rotor polja linearnih brzina.

4425. Dokazati relaciju
n (grad (4 n)—rot (4 x n)) =div A4,
ako je n jedini¥ni konstantan vektor.

Diferencijalne operacije vektorske analize (grad, div, rot) zgodno je
obelefavati pomocu simboliénog vektora ty (Hamiltonov ,,nabla* operator):

V_—.———x+-‘1]+——k. .

Primenu ovog operatora na ovu ili onu (skalarnu ili vektorske veli¢inu)
treba ‘shvatiti ovako: po pravilima vektorske algebre treba pomnofiti -vektor

y datom velitinom, a zatim mnoZenje simbola —;— i tsl. velit&inom S shvatiti

kao izradunavanje odgovarajuéeg izvoda. Tada je gradu=vyu; divAd=y 4;
rotA=yx4.

Pomoéu Hamiltonova operatora mogu se predstaviti i diferencijalne
operacije drugog reda: divgradu=yyu; rotgradu=yxyu; graddivd=
_v(vA), ‘divrot A =y (y x A); rotrot 4=y x (v x 4). .

26. Dokazati da je r-yr"=nr", pri &emu je r vektor poloZaja tatke.

4427. Dokazati relacije:
1) rotgradu=0; 2) divrot4=0.
4428. Dokazati da je
u Pu Fu

divgradu=—+—+—.
Ve oxt oy o7

(Ovaj se izraz naziva Laplasovim operatorom i obifno se obelefava sa Au.
Pomoéu Hamiltonova operatora ova se veli¢ina moZe pisati u obliku Au=

=(VV) u=V>u).
4429. Dokazati da je
rotrot A (P) =grad div 4 (P)—A 4 (P),
pri &emu je :
AA(P)=AAi+AAj+AAKk
397

Potencijal

4430. Vektorsko polje definisano je konstantnim vektorom A; uveriti se
da to polje ima potencijal i naéi taj potencijal.

4431. Vektorsko polje definisano je silom proporcionalnom odstojanju
napadne tatke od koordinatnog poletka i usmerenom prema koordinatnom
poletku; pokazati da je to polje konzervativno i naéi njegov potencijal.

4432. Sile polja su obrnuto proporcionalne odstojanju njihovih napadnih
taaka od ravni Oxy i usmerene su prema koordinatnom poletku; hoce li polje
biti konzervativno?

4433. Sile polja su obrnuto proporcionalne kvadratu odstojanja njihovih
napadnih tafaka od z-ose i usmerene prema koordinatnom pocetku; hoée li
polje biti konzervativno?

4434. Vektorsko polje definisano je silom obrnuto proporcionalnom
odstojanju njene napadne tatke od z-ose, normalnom na tu osu i usmerenom
ka njoj; pokazati da je to polje konzervativno i naéi njegov potencijal.

443S. Linearne brzine tafaka krutog tela koje se obrée oko neke ose
-obrazuju vektorsko polje; je li to polje potencijalno?

4436. Sile polja definisane su ovako: A(P)=f (r)—':— (tzv. centralno
r

polje; r=Vx2+ y?>+2?%); pokazati' da je potencijal polja: u(x, y, z)=ff(r) dri

odavde kao specijalan slutaj izvesti potencijal polja
sila privlagenja koje potitu od ta&kaste mase, i
potencijal polja u zadatku 4431.

4437. Nadi rad sila polja 4 (p)=xyi+ yzj+
+xzk pri pomeranju tatke po zatvorenoj krivoj
koja se sastoji iz odsetka prave x+z=1, y=0,
&etvrtine kruZne linije x2+y*=1, z=0, i odsetka
prave y+z=1, x=0 (sl. 78), — u smeru nazna-
&enom na slici. Koliki ée biti taj rad ako se luk
BA zameni izlomljenom linijom BOA ili pravoli-

nijskim odsetkom BA? Sl. 78
Rjesenja
2
4419. div 4~ Al ’+f’(r), ako je polje prostorno, i div 4= f(’)+j"(r)'ako je po-
lje ravno. .

421 grotA+(gradpx ). 4422, -4

4423. 2a. 4424. wn,, gde je R, jedini&ni vektor paralelan osi obrtanja.

. 1 )

4430. u=Ar+C. 4431. H-——E-k(x1+y‘+z‘)+C. 4432, Nece. .= 4433. Nece.
l A

4434, v -—-i—lnx’+y’)+c. * 443S. Nema.

Vi—xp+y*+1—=x

2 1 1
4437. ERE R 4438, k3In .
2 —f —
V(l+x§94éy’ l—x
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Zadaci za vjezbu
Protok (fluks) i cirkulacija (u ravni)

4450, Izrakunati protok i cirkulaciju konstantnog vektora A duZ pro-
izvoljne zatvorene krive L.

4451. Izradunati protok i cirkulaciju vektora A (P)=ar, pri éemu je a
— konstantan skalar, a r — vektor poloZaja tatke P, — duZ proizvoljne
zatvorene krive L.

4452, Izradunati proto'k i cirkulaciju vektora A (P)=xi—yj duZ proiz-
voljne zatvorene krive L.

4453, Izradunati protok i cirkulaciju vektora A (P)=(x*—y)i+(+x)j
duZ kruZnice poluprenika R sa centrom u koordinatnom poletku.

4454. Potencijal polja brzind &estica tefnosti je u=Inr(r=Vx*+y%;
odrediti koli¢inu tenosti koja istie u jedinici vremena kroz zatvorenu konturu
opisanu oko kordinatnog potetka (protok), i kolifinu te¢nosti koja protife u
jedinici vremena du¥ te konture (cirkulacija). Koliki ¢e biti rezultat ako cen-
tar leZi van konture?

4455. Potencijal polja brzind destica tednosti je u=¢, pri &emu je
<p=arctg—y-; odrediti protok i cirkulaciju vektora brzina duZ zatvorene kon-
x
ture L.

) 4456. Potencijal polja brzind &estica teCnosti je u(x, y)=x(x2—3y?);
izralunati koli¢inu tefnosti koja protekne u jedinici vremena kroz pravolinijski
odsetak koji spaja koordinatni poletak sa tatkom (1,1).

Rjesenja
" 4458. | protok i cirkulacija su jednaki nuli.

4451. Vrednost protoka je 245, gde je S povriina oblasti ogranilene konturom I
cirkulacija je jednaka nuli. :

4452, 1 protok i cirkulacija su jednaki nuli.

2
4453. Vrednost protoka je ?nk‘, a cirkulacija je 2R

4454. U slu_ﬁajn kad ]{oordinatni poletak leZi unutar konture protok ima vrednost 2=,
protivnom slufajy njegova je vrednost nula; cirkulacija je u oba slutaja jednaka nuli.

4458. Ako koardinatni poZetak leZi unutar konture cirkulacija je 2=, a ako leZi san
onture vrednost cirkwlacije je 0; protok je u oba slutaja jednak nuli.
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Zadaci za vjezbu

Protok i cirkulacija (u prostoru)

4457. Dokazati da je poletak vektora poloZaja r kroz svaku zatvorenu
povriinu jednak trostrukoj zapremini tela ogranitenog tom povriinom. Xy oz

4458. Izralunati protok vektora poloZaja kroz bo&nu povriinu kruZnog a b
cilindra (poluprenik osnove je R, visina H), ako osa cilindra prolazi kroz
koordinatni poédetak.

4459. Koristeéi rezultate zadataka 4457 i 4458 utvrditi koliki je protok RjeSenje:
vektora poloZaja kroz obe osnove cilindra prethodnog zadatka.

4460. Izratunati protok vektora poloZaja kroz bodnu povriinu kruZnog
konusa ¢ija osnova leZi u ravni xOy, a osa mu se poklapa sa z-osom. (Visina
konusa je =1, a polupretnik osnove je =2).

4461. Naéi protok vektora A (P)=xyi+ yzj+ xz k kroz onaj deo povriine
sfere x2+ y2+22=1 koji leZi u prvom oktantu.

4462*. Nadi protok vektora A(P)=yzi+ xzj+xyk kroz boénu povriinu
piramide sa vrthom u taZki- S(0, 0, 2), &ja je osnova trougao sa temenima
0(0,0,0), 4(2,0,0) i B(0, 1,'0).

4463. Izralunati cirkulaciju vektora poloZaja jednog zavoja AB zavojnice
x=acost, y=asint, z=>bt, ako su 4 i B tatke koje odgovaraju vrednostima

1. Naéi protok (fluks) vektorskog polja p = xi — y*j + (x2 +y - I)E kroz elipsoidu

0 i 2=~ parametra ¢. Slika 1: elipsoid
4464. Kruto telo se obrée konstantnom ugaonom brzinom « oko z-ose; o _
izratunati cirkulaciju polja linearnih brzina du% kruZne linije polupreinika R, Kako je S zatvorena povr§ mozemo primijeniti formulu Gauss - Ostrogradski
iji centar leZi na osi obrtanja a ravan joj j¢e normalna na tu osu, — u ~ - ov. Ov, ov
smeru u kom se vrii obrtanje. o =Hp” ds Z”Idivpdxdydz ZJﬂ[ o a)’/ s dxdydz
N Q Q

4465°. Izralunati protok rotora vektorskog polja A(P)=yi+zj+xk
kroz povriinu obrtnog paraboloida z=2(1—x2—)?) koju od njega odseca I .
5 mamo:
ravan z=0 . - 2 2, 2
p= (vx,vy,vz) = (x,—y , X+ —1)

Rjesenja | NS

= 17 L= _2% =0
Oox oy oz
4456. 2. 4458. A R:H. 4459. = R*H.
4460. 47. Izratunali protok kroz osnovu korusa i iskoristiti rezultat zadatka 4457. P
3n Oblast Q je ogranicena elipsoidom (vidi sliku 1) —- +b—2 +—=1
a c
4461 —.
16 © = [[[(1-2) dxdydz = (*)
Q

1 N
4462°. < Primeniti formulu Ostrogradskog i izratundti protok krez osnovu piramide

: Uvedimo sferne koordinate:
4463. 2 b, 4464. 2o R,

4465. —n. Primeniti Skotsovu formulu uzimajuéi za konturu L krivu po kojoj ravan
Oxy preseca paraboloid.
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x =rasing cos@ (Zadaci su skinuti sa stranice: \pf.unze.ba\nabokov
y = rbsing sind Za uotene greske pisati na infoarrt@gmail.com)

Z=rccosg
dxdy dz = r’sinpabe dr dp d@
0<r<l1
Q=1 0<p<r
0<60<2x
(*)= Jﬂ (1—2rb sing sin6) r’sinpabc dr de dO
o
1

b 2n
= abc.[r2 dr Isimp d(p-[ (1—2rb sing sin6) db

0 0 0

1 T
= abcjr2 dr I (2w —21b sing(—cos 2+ cos 0)sing d¢
0 0

1 T

=abe[r” dr[(2m—2rb sing (~1+1))sing do
0 0
1

= abcjlr2 dr]z2n sing do
0

0

1 b

= 27tabc_|‘r2 er.sin(p do
0 0
1

= 2nabc_[(— cosm+cos0)r’ dr
0

1

=2mabc j (~(=1)+Dr’ dr
0
1

= 47tach.r2 dr
0

= 47tabcl 1-0)= 4 mabc
3 3

Prema tome

(I):imzbc.
3
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150 ispitnih zadataka za vjezbu podjeljenih po
oblastima - detaljno raspisana rjeSenja ovih za-

dataka mozZete skinuti sa stranice
pf.unze.ba\nabokov\za vjezbu

Sadrzaj

1 Odredeni integrali. Smjena promjenjivih u odredenom integralu. 3
2 Primjena odredenog integrala 3
3 Furijeovi redovi 4
4 Granicne vrijednosti funkcija dviju promjenjivih 6
5 Neprekidnost funkcija dvije promjenjive 6
6 Diferencijalni ra¢un funkcija vise realnih promjenjivih 6
7 Tejlorova formula za funkcije dvije i veSe promjenjivih 7
8 Jednacina tangentne ravni i jednac¢ina normale na povrs§ 7
9 Izvod funkcije u datom smijeru i gradijent funkcije 8
10 Ekstremi funkcija dvije i vise promjenjih 8
11 Dvostruki integrali 8
12 Smjena promjenjivih u dvostrukom integralu 8
13 Trostruki integrali 10

14 Racunanje trostrukih integrala uvodenjem cilindri¢énih i sfernih koordinata 10

15 Primjena dvostrukog i trostrukog integrala 11
16 Krivoliniski integral prve vrste (po luku) 11
17 Krivoliniski integral druge vrste (po koordinatama) 12
18 Green-Gausova formula 13

19 Primjena krivoliniskog integrala druge vrste: Racunanje povrSine ravne fig-
ure 13

20 Nezavisnost krivoliniskog integrala od vrste konture. Odredivanje primi-

tivnih funkcija 14
21 Povrsinski integral prve vrste 14
22 Povrsinski integral druge vrste 14

1
413

23 Primjena povrsinskog integrala
24 Formula Stoksa

25 Formula Gaus-Ostrogradskog
26 Integrali ovisni o parametru
27 Vektorska teorija polja

28 Cirkulacija i fluks vektorskog polja
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16
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1 Odredeni integrali. Smjena promjenjivih u odredenom
integralu.

1. Izracunati integrale.

3

(a) / 3x2da;

2

1+e

o\»

Mk
e
-~
%&
4 F
’hu.
\

D

+

&

Z

=]

Q

8

a

8

=)

2. Izracunati integrale.

5 In3 V3o 3
/ o) / dr © / (2® + 1)da (@) / dz
\/1+3L et — e’ i 224 — 22’ ) 2+ cosx
0 n2 1 0

3. Dokazati da za parnu funkciju f(z) vrijedi

/af(w)d:z::Z/af(:c)dm

dok za neparnu funkciju f(x) vrijedi / f(z)dx = 0.

2 Primjena odredenog integrala

4. Izragunati duzinu luka polukubi¢nog paraboloida y? = (z — 1)? izmedu tacki A(2;—1) i
B(5; -8).
5. Izratunati duzinu luka jednog svoda cikloide z = a(t — sint), y = a(l — cost) (za jedan
svod cikloide parametar ¢ uzima vrijednosti od 0 do 27).
72 2

Y
6. Izracunati zapreminu tijela koje nastaje rotacijom krlv(‘ -+ W2

7. Figura u ravni ograni¢ena parabolom y = 4 — 22 i poluravnima y > 3, y > 0 rotira oko
z-ose. Izracunati zapreminu dobijenog tijela.

=1 oko y-ose.

8. Izracunati povrsinu omotaca tijela koje nastaje kada dio krive y = 23, koji se nalazi izmedu
pravih x = 75 ix= %, rotira oko z-ose.

9. Izracéunati povr§inu omotaca tijela koje nastaje kada astroida
o =acos®t, y = asin®t rotira oko z-ose (grafik astroide je prikazan
na slici lijevo).

A@O) x

10. Figura u ravni ogranicena linijama 2y = 22 i 2z + 2y — 3 = 0 rotira oko z-ose. Izracunati
zapreminu dobijenog tijela.

415

Y
B(0.a)

11. Izracunati zapreminu tijela koje nastaje rotacijom krive z =
acos®t, y = asin®t oko z-ose (data kriva je poznata pod imenom
astroida i njen grafik je prikazan na slici lijevo).

A(a:0)

3 Furijeovi redovi

y
4
' 12. Funkciju  definisanu
grafikom pretvoriti u Furijer-ov
red.
Dobijeni rezultat iskoristiti
-3 4 - m 21T 3 X o
za sumiranje reda Z (-1
2n+1°
n=0
=
13. Funkciju definisanu i
grafikom pretvoriti u Furijer- 7
ov red. Dobijeni rezultat s
iskoristiti za sumiranje reda \ :
e} -2
1 H _ |
. £
o Un=Dln-3N( | NN LN
-2

1 3 2

B 1
277 Ifi b

e .. . . - . —1)n+1 . —1)"
Iskoristiti dobijeni rezultat za izracunavanje sume redova » oo, % iy, (QH—)I

15. Funkciju definisanu grafikom pretvoriti u Fourier-ov red.

AY
-4 -3 -2 -1 1 2 3 44X
Dobijeni rezultat iskoristiti za sumiranje reda Z —_—
-1
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16. Funkciju  definisanu
grafikom pretvoriti u Furijer-
\ ov red. Dobijeni rezultat

iskoristiti za sumiranje reda

R K N 3
15 5 5 1 B X\ i(*l)" -
Sin—-.
n 50

k=1

¢

\

17. Razviti funkciju f(z) = #(5 — ) po sinusima viSestrukih uglova u intervalu (0, 3).

322 — 6mx + 272

18. Razviti funkeiju f(z) = 0

u red po kosinusima u intervalu (0, 7).

19. Dio grafika f-je y = f(z) je prikazan na slici lijevo.

11 Datu funkciju pretvoriti u Furijer-ov red samo po cos-inusima.
o0
—1)n
12 Dobijeni rezultat iskoristiti za sumiranje reda Z 1( 4) 3
P m3 i 2m3 n =1 n
6 w2  5m/6
y

20. Funkciju definisanu grafikom pretvoriti u Furijer-
ov red. Dobijeni rezultat iskoristiti za sumiranje reda 7
= 1
(2k — 1) s

k=1

_ 32? — 6wz 4 20

21. Razviti funkciju f(z) = u red po kosinusima u intervalu (0, 7). Dobijeni

12
o0
rezultat iskoristiti za sumiranje reda Z ol
n=1
2 22. Funkciju definisanu
grafikom razviti u Furijer-ov
red. Dobijeni rezultat iskoristiti
\ za sumiranje redova
210

1o 1
((I)l*ﬁ‘i’ﬁ*@“r...,
/) 1 1 1

D) 1455+ 5+ 5+

IS
R

-2t - -21/3 -1/3 w3 2m/3 T 21
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:’: \ 23. Funkciju definisanu
e grafikom razviti u Furijer-ov
red. Dobijeni rezultat iskoristiti
za sumiranje reda
1
-2m -1 -2m/3 w3 I1g 1 2 — + .+
1-3 5-7 -
N n sin ¢ N
\ 2n—1)2n+1)

4 Granic¢ne vrijednosti funkcija dviju promjenjivih
24. Neka je data funkcija f : R? — R definisana na sljede¢i na¢in
(zy)* .
flz,y) = { @D (@,y) # (0,0);
0, (z,y) = (0,0).

Odrediti da li sljedeéi limesi postoje i izracunati one limese koji postoje:
(a) lim[lim f(z,)}; limlim f(z,y)};
b lim z,Y).
(b)  [lim = f(z.9)

5 Neprekidnost funkcija dvije promjenjive

22y
25. Ispitati neprekidnost funkcije f(z,y) = ¢ 222 + ¢’ ( ©,0
0, (z,9) = (0,0)
(z—1)2Inz
26. Ispitati neprekidnost funkcije f(z,y) =< @-D*+?’ (@.y) # (1,0)
0, (2,y) = (1,0

6 Diferencijalni racun funkcija vise realnih promjenjivih

plz—y) +vE+y)

27. Ako je u = gdje su ¢ i ¢ diferencijalne funkcije, izracunati

x
0, ,0u ,0%u
p (z %) - i
1 1
28. Akoje z = # gdje je f diferencijalna funkcija, izracunati — - % - %
[ —y?) x Or y Oy
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a

29. Ako je z = e¥¢(ye2?) gdje je ¢ diferencijabilna funkcija, dokazati da je

.2

LI

= zyz.

30. Provjeriti da li funkcija z = arc tg%., u kojoj je z = u+v, y = u—v, zadovoljava jednakost

0z 0z u—v

ou v v2+u?

: d 1
31. Akoje f(z) = arcsin © gdje je y = V22 + 1 provijeriti da li je 4 _ .
y dz 2241
. P 3. .0z dz
32. Ako je z = In(e® + ¢') gdje je x = * izracunati — i —.
ot dt
33. Provijeriti da li funkeija u = sinz + F(siny —sin z), u kojoj je F diferencijabilna funkcija,
. . ou ou
zadovoljava jednakost — cosx + —— cosy = cosx cos y.
oy or

34. Provjeriti da li funkcija 2z = p(2? +9?), u kojoj je ¢ diferencijabilna funkeija, zadovoljava
jednakost
0z 0z 0
Y — o =
Yoz oy

x op
35. Ako je p = v?Inwv pri éemu je u = = i v = 3z — 2y, odrediti o i provjeriti da 1i vrijedi
y v

dp 2zu
% =— e (vinwv +y).

7 Tejlorova formula za funkcije dvije i veSe promjenjivih

36. Razloziti funkciju f(x,y) = arctg(ax®y —2¢*~') po formuli Tejlora u okolini tacke M (1, 3)
do stepena drugog reda zakljucno.

f_; Y. ragviti u Tejlorov red do ¢lanova cetvrtog reda u okolini
Y
tacke (0,0). Prikazati izgled opsteg ¢lana.

37. Funkciju f(z,y) = arctg

8 Jednacina tangentne ravni i jednacina normale na povrs

. . . L TR o
38. Odrediti jednacinu tangentne ravni na povrs — + 75 + — = 1, koja je normalna na pravu
a

b2
r Yy oz

1 2 3
. N . -
39. Nadi jednacinu tangentne ravni elipsoida -+ w” + — =1 koja na koordinatnim osama
a c
odsjeca jednake pozitivne odsjecke.

40. Dokazati da tangentne ravni povrsi vz + /y + vz = va (a > 0) odsjecaju od koordi-
natnih osa odsjecke ciji je zbir jednak a.

41. Napisati jednacinu tangentne ravni i normale na povrs 2% + 2% =8 u tacki M(2,2,1).
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9 Izvod funkcije u datom smijeru i gradijent funkcije

42. Izracunati izvod funkcije u = 2%y? + 2% — 3zyz u tacki T'(1,1,2) u smjeru koji ¢ini s

. . T T,
koordinatnim osama uglove X i 5

10 Ekstremi funkcija dvije i viSe promjenjih
43. Odrediti ekstreme funkcije f(z,y) = 2% — 2y + y* — 22 — 2y.

44. Nadi ekstreme funkcije 2 = x +y + 4 + 4 sinx siny.

45. Nadi ckstreme funkcije z = (222 + 3y2)e~ @),

46. Odrediti ekstreme funkcije f(z,y) = zeyTesiny,

47. Nadi ekstreme funkcije z = 2° + 4a?y + zy? — 122y — 3y%.

11 Dvostruki integrali
1 3y
48. Izmjeniti poredak integracije u integralu /dy/f(x,y) dz.
0 Y
1 2
49. Izmjeniti poredak integracije u integralu / dx / f(z,y)dy.
0 3
R VRZ—z?
50. Dati dvostruki integral / dx / f(z,y) dy iz pravougaonih koordinata transformisati
. J

na polarne koordinate.
51. Izracunati dvostruki integral I = // zy dx dy, gdje je D oblast ograni¢ena linijama zy =
D

5

1,;L‘+y=§.

52. Izracunati // drdy, akoje D: y? — 22 =1, 22 +y* = 4.
D

53. Izracunati I = //(:62 +y?)dady gdje je D paralelogram sa stranicama y = 2, y =  +a,

y=a,y=3a(a>0).

12 Smjena promjenjivih u dvostrukom integralu

54. Izracunati dvostruki integral dat u polarnim koordinatama I = -//psingc dpdy gdje je
D

oblast D
. . c . .
a) kruzni sektor, ogranic¢en linijama p = a, ¢ = 5 ip=m;

b) polukrug p < 2acosp, 0 < ¢ < T;
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¢) oblast izmedu linija p = 2 + cosp i p = 1 (obavezno nacrtati izgled oblasti D u sve tri
slucaja).

1— a2y ‘
55. Izracunati integral I = ST Y g dy ako je D oblast data sa 22 +4? < 1,y > 0.
1+ 22+ y?
D

56. Izracunati dvostruki integral I = / dx dy ako je D oblast ogranicena lemniskatom (2% +

v =a?(@® — y?).

57. Izracunati dvostruki integral //D(gy2 +y?) dedygdjeje D = {(z.y) € R | 2?2 + 3> < 2(x +2y)}.

2R V/2Ry—y?
58. Dati dvostruki integral / dy / f(z,y) dx iz pravougaonih koordinata transformisati

R/2 0
na polarne koordinate.

s
.

60. Izracunati dvostruki integral / dz / cos(z? +¢%) dy.
U

61. Izracunati: . .
(a) dvostruki integral / de / pPsin’ o dp;
0

T—a2 42
(b) dvojni integral // i 57 : s——dady gdje je G = {(z,y) : 2®+¢> < 1,2 > 0,y > 0}.
x
62. Izracunati [ = // <x + > dedy gdje je G = {(z,y) : 22 + y* — 2ax < 0,a > 0}.
63. Izracunati //yd:l:dy gdjeje D = {(v,y) : 1 < 2®+y* < 2z, y >0}
D

64. Izracunati //mdzdy gdje je D ={(z,y): 1 <2*+y?> <2y, z <y, z >0}
D

65. Izracunati dvojni integral [ = // arctg y dzdy gdje je
x
. D
D={(z,y):1<2?+y*<9,—= <y < zV3}.
{(z.y): 1< +y° <9, N }

66. Izracunati //ydxdy gdje je D = {(z,y) : 2* +y> <1, 22+ y> < 2z, y > 0}.
D
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13 Trostruki integrali

67. Izracunati trojini integral I = /// dxdydz gdje je oblast G u prvom oktantu
ogranicena ravhima r +y =1, 2 =z + y,z=0,y=0,2=0.

drdyd
68. Izracunati trostruki integral I = / / / Ty

——— ako je {2 oblast omedena koordi-
(r+y+z+1)3

natnim ravnima i sa ravni z +y + z = 1.

69. Izracunati trostruki integral I = / / / zdx dy dz ako je Q oblast ograni¢ena povrsinama

Q
y=z,y=2x,2v=1,224+9>+22=1,2>0.

14 Racunanje trostrukih integrala uvodenjem cilindriénih
i sfernih koordinata

70. Uvodenjem cilindriénih koordinata izra¢unati trostruki integral J = /// (2% 4+ y* + 2%) dadydz
gdje je oblast W ograni¢ena povrsinom 3(z? + y2) + 22 = 3a®. v

71. Izracunati trostruki integral K = /// ydaxdydz gdje je oblast T ograni¢ena povrsSinama
y=va2+22iy="h,h>0.

72. Dati trojni integral [/ f(z,y, z) dedydz transformisati na trostruki u cilindriénim ko-

ordinatama (sa odredemm posebmm granicama integracije) ako je Q oblast u prvom oktantu
ogranicen cilindrom 22 +y?> = R? iravnima 2 =0, z =1, y =z iy = 2/3.

27 2 Vi—r2
73. Dat je trostruki integral /dt,a/r3 dr / dz u cilindriénim koordinatama. Skicirati

0 0 0
oblast integracije i izracunati taj integral prelazeéi na sferne koordinate.
74. Izracunati trostruki integral K = /// ydzdydz gdje je oblast T ograni¢ena povrsinama
y=+va?+z2iy=nh, h>0.
75. Izracunati integral
/// Va2 +y? + 22dedydz
Q

gdieje Q= {(z,y,2) eR¥ |22 +4y? + 22 < z, 22 + 9% < 22}

1 =22 V2-2?—y?
76. Uvodenjem sfernih koordinata izra¢unati integral / dz / dy / 22dz.
0

0 e

10
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77. Izracunati integral /// ryzdrdydz gdje je oblast V ograni¢ena sferom z? +y? + 22 =11
%

ravnima x = 0, y = 0, z = 0 u I oktantu.

15 Primjena dvostrukog i trostrukog integrala
78. Izracunati zapreminu tijela, koje je ograni¢eno sa povrsinama z = y? — 2%, 2 = 0, y = 2.
79. Izracunati zapreminu tijela, ograniceno povrsinama y =22, y =1, x+y+2=4, z = 0.

ab2?

- ,a>0
2+ y?’

80. Izracunati zapreminu tijela ograni¢enog dijelom povrsi (22 + 42 + 2%)® =
u I oktantu.
81. Izracunati zapreminu tijela koje je ograni¢eno povrsima x2 + 52 + 22 =4 i 22 + 32 = 3z.

82. Izracunati zapreminu tijela ogranicenog valjkom z? + y?> = 6z i ravnima z — 2z = 0,
br —z=0.

83. Izracunati zapreminu tijela ograni¢enog ravninom x0y, valjkom z2 4+ y? = 2az i ¢unjem
224y =22

84. Izracunati zapreminu tijela koju ravan z = x + y odsijeca od paraboloida z = 22 + y/2.

85. Izracunati zapreminu dijela kugle 22 + 2 + 22 = R? koji se nalazi izmedu dvije paralelne
ravniz=0iz=a (0 <a<R).

86. Nadi teziste homogenog tijela ogranicenog sa ravnimaz =0,y =0,2=0, =2,y =41
x +y+ z = 8 (koso zasijecen paralelopiped).

87. Izracunati zapreminu tijela ogranicenog loptom z% + 52 + 22 = a?, cilindrom 22 4+ y? = az
i ravni Oxy koji se nalazi u gornjem poluprostoru.

16 Krivoliniski integral prve vrste (po luku)

88. Izracunati krivoliniski integral I = /(4\7? — 3y/y)dl izmedu tacki F(—1;0) i F(0;1)
L
a) po pravoj EF}
b) po liniji astroide z = cos’t, y = sin’t.

89. Izracunati krivoliniski integral prve vrste
= 55 VT ds
C

gdje je C krug 2% + 42 = ax, (a>0).

90. Izracunati krivoliniski integral /(x — y) ds po kruznoj liniji 22 + y* = ax.
L

T = acosp+\/cos2p
91. Izracunati krivoliniski integral prve vrste %(I +y)dS ako je ¢ : ¢ y = asing+/cos2p
—I<p<T

c 1=%>7

(kriva ¢ je desna latica lemniskate p = ay/cos2y).

11
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92. Izracunati krivoliniski integral [ = / po odsjecku prave x — 2y = 4 od tacke
AB

dl
Va4 y?
A(0; —2) do tacke B(4;0).

93. Neka je A tacka u kojoj prava 22 — /5y — 1 = 0 sijece y-osu, a B tacka u kojoj data prava
ds

[o2 + 2 + 1
A 54y +

sijece z-osu. Izrac¢unati krivolinijski integral prve vrste ako je C odsijecak

date prave izmedu tacaka A i B.

17 Krivoliniski integral druge vrste (po koordinatama)

94. Izracunati krivoliniske integrale

a) 9521 dz — (z + 2y) dy i b) %ycosx dz + sinz dy
] H
po krivoj [, gdje je I trougao ¢iji su vrhovi A(—1;0), B(0;2) i C(2;0).
95. Date su tacke A(3;—6;0) i B(—2;4;5). Izracunati krivoliniski integral I = [ zy?dz +
yz% dy — za? dz gdje je c: 4
(a) duz koja spaja tacke O i B (O je koordinatni pocetak)
(b) kriva od A do B kruga zadan jednacinama x? + y? + 22 = 45, 22 +y = 0.

96. Izracunati krivoliniski integral I = / (2% 4+ y*) do + 2%y dy gdje je ¢ kontura trapeza koga

obrazuju prave z =0,y =0,z +y =11 IC+ y=2.

I:?gzdz

x
duz krive koja nastaje kao presjek cilindra (7

97. Izracunati krivoliniski integral

_oye 2 42
~——2— = 1 i paraboloida z = = + 2
a

orjentisana u pozitivnom smijeru (a > b > 0).

98. Izracunati krivoliniski integral I = @ y dx + 22 dy duz krive koja nastaje kao presjek ravni
2 Y Y ) ) pres)

c
. @2 Py " ~~
z =01 cilindra — + Y4 + i orjentisana u pozitivnom smijeru (a > b > 0).
a a

99. Izracunati integral I = 55;1/2 dz po krivoj koja nastaje kao presjek kugle 2 +y*+ 22 = R?

c
i valjka 2% + y* = Ra. (Mala pomoé: Da bi ste izracunali ovaj integral treba parametrizirati
krivu ¢. Jedan od nacina kako to mozete postiéi je da krenete od parametrizacije kruga...)
100. Izrac¢unati krivoliniske integrale (a) I = /2;1:dx —(z+2y)dy; (b)I= /y(:osxd;l: + sinzdy;

—1 +1
gdje je [ kontura trougla €iji su vrhovi A(—1;0), B(0;2) i C(2;0).

101. Izracunati krivolinijski integral druge vrste
1= ¢ zdy + zdz
o}
12
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gdje je C kriva koja nastaje presjekom cilindri¢ne povrsi 22 + y? = 22 i ravni z = z pozitivno
orjentisana ako se posmatra iz tacke (0;0;1).

102. Izracunati krivoliniski integral druge vrste I = %(y —2)dz + (2 — 2)dy + (z — y)dz

gdje je C krug 22 + y2 + 22 = a® (a > 0), y = wtga, (0 < a < §) uzet u smjeru suprot-

nom kretanju kazaljnke na satu ako se posmatra sa pozitivnog dijela x-ose.

103. Izracunati vrijednost krivoliniskog integrala I = 56 ydz + zdy + xdz duz zatovorene

krive C' koja je dobijena kao presjek sljedeé¢ih povrsina: 22 +y? = r2 i 2% = rz (r > 0).

(Kriva C' je orjentisana pozitivno ako se posmatra sa z-ose za z > ).

18 Green-Gausova formula

104. Pomoéu Greenove formule izracunati krivoliniski integral

1.
§£(m2y + gy‘s +ye™)dx + (x + xe™) dy
ako je ¢ pozitivno rjentisana kontura odredena linijama y = v/1 — 22, y = 0.
105. Izracunati krivoliniski integral I = [ (zy + z + y)dz + (zy +  — y)dy ako je ¢ : 22 +
y* = 3. ’

106. Pomoc¢u Greenove formule izracunati integral I = / (xy+ 2z +y)de + (zy +x —y) dy,
c
ako je ¢ kontura kruga 22 + y? = ax prijedena u pozitivnom smislu.

107. Izracunati
I= /(c”y sin 2y + z + y)dz + (€"1Y(2 cos 2y + sin 2y) + 2z)dy
c
gdje je C kriva y = V2z — 22, integracija se vrsi od tacke A(2;0) do tacke O(0;0).
108. Izracunati
I :I(c” siny — my)dz + (¢” cosy — m)dy
X0

)
gdje je AO gornji polukrug 22 + y* = az, y > 0 (a > 0) orjentisan od tacke A(a;0) do tacke
0(0;0).

19 Primjena krivoliniskog integrala druge vrste: Racu-
nanje povrsine ravne figure
109. Uz pomoé krivoliniskog integrala druge vrste, izracunati povrsinu, ograni¢enu kar-
dioidom x = 2 cost — cos2t, y = 2sint — sin2t.

110. Izracunati pomocu krivoliniskog integrala druge vrste povrsinu ravne figure ogranicene
konturom
x =a(t — sint)
c: < y=a(l—cost)
0<t<2rm

13
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20 Nezavisnost krivoliniskog integrala od vrste konture.
Odredivanje primitivnih funkcija

J—l—y(y

duz puta koji ne prolazi kroz koordinatni
VaZ+y?

(6.8
xd
111. Izracunati krivoliniski integral /

pocetak.

(1,2)

yaxr —zxay

dr — x dy
112. Izracunati krivoliniski integral Y duz puta koji ne sijece osu 0y.

(2,1)
21 Povrsinski integral prve vrste

113. Izracunati povrsinski integral I = // 2yzdS, ako je S dioravni z +y+ 2z =1ul
oktantu.

114. Tzracunati povrsinski integral / / 3zdS gdje je S povrsina paraboloida z = 2 — (22 +y?)
s

iznad zy-ravni.

115. Izracunati povrsinski integral

/ V—z?+4dS,
5

2 2
gdje je (9) omotac povrsi % + yz = %,

0<2<3.
116. Izracunati povrsinski integral prvog tipa I = // (2% 4 3)ds gdje je W-povrsina dijela

paraboloida 2% 4 y? = 22 koju odsjeca ravan z = 1 (dio paraboloida ispod date ravni).

117. Izracunati povrsinski integral I = // E ako je S sfera a2 +y? + 22 = 1.

22 Povrsinski integral druge vrste

118. Izracunati povrsinski integral drugog tipa (po koordinatama) I = // Va4 y2dedy

gdje je o donja strana kruga x? + 32 < a2,

119. Izracunati povrsinski integral

K:#ydmdz

W

gdje je W-povrsina tetraedra ogranicenog ravnima x +y+z2=1,2=0,y=01i2z=0.

14
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120. Izracunati povrsinski integral //2 dxdy + y dzdz — 2%z dydz gdje je T vanjska strana
T
elipsoida 422 + y? + 422 = 4 koji se nalazi u prvom oktantu.
121. Izracunati povrsinski integral // x>z dx dy ako je S vanjska strana sfere 22442 +22 = 4
5

u prvom oktantu.

122. Izraéunati povrsinski integral druge vrste

1= // ryz daedy
s

gdje je S spoljna strana dijela sfere 22 + 92 + 22 =1, 2 >0, y > 0.
123. Izracunati povrsinski integral drugog tipa (po koordinatama) I = // Va2 + y?dady
pt

gdje je o donja strana kruga a2 + y* < a?.

1 1 1
1= // (*dydz + —dzdz + 7(1;1:(1@/)
z Yy 2
S+

gdje je S+ spoljasnja strana jedinicne sfere (zadatak uraditi bez upotrebe teoreme Gauss-
Ostrogradskog - zadatak se i ne moze uraditi uz pomo¢ navedene teoreme zato $to ne ispunjavaju
sve uslove teoreme).

124. Izracunati

125. Izracunati povrsinski integral I = // yPdydz 4+ (v + 2®)dzdz + (y* + 2% + 2%)dady gdje

S+
je S+ spoljasnja strana polusfere 22 + y? + 22 = 2Rz, 2z > 0 (za fiksirano R > 0).
126. Data je kriva ¢ koja je dobijena kao presjek povisina 2? + ¢ = r? i 22 = rz (r > 0).

Izracunati povrsinski integral dzdy gdje je S gornja strana povrsine koju zatvara kriva c.

S
23 Primjena povrsinskog integrala

127. Izracunati //CZS7 ako je S povrsina djela sfere S = {(z,y,2) € R®|2? +y? + 22 = a*}
s
2
b2
128. Neka je S povrsina tijela koje je dobijeno presjekom dva cilindra S, = {(z,y,2) €
R} |22+ 22 =a?,y e R}i S = {(,y,2) e R¥|y*+ 22 = a?,z € R}

Izracunati ds .

z
koja se nalazi u unutrasnjosti cilindra S; = {(z,y,z) € R?| S+ 5=LzeR} b<a
a

129. Izraéunati povrsinu dijela povrsi S : 22 = 22y odredene u prvom oktantu u presjeku sa
ravnima: ¢ =0, y=0iz+y=1.

1
1
Uputa: B(a, ) = / 271 - 2)?d, B(; g) = 0=
0

B(53) =%

™
]’
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130. Izracunati povrsinu dijela lopte 22 +y%+ 2% = 3a? koja se nalazi ispod parabole 2% +y? =
2az a iznad z0y ravni.

131. Izracunati povrsinu onog dijela kupe 22 = 2%+y? koji se nalazi unutar valjka x>+ = 2x.

2

132. Odrediti povrsinu koju cilindar 22 + y? = ax isjeca na lopti 22 + y? + 22 = a? iznad

ravni Ozy.

24 Formula Stoksa

133. Uz pomo¢ formule Stoksa, izracunati krivoliniski integral

?gexdz + z(2? + yz)%dy +y2idz
1

gdje je l-zakrivljena linija OCBAO (vidi sliku) dobijena presjekom povrsina

z=y/2+y2r=0,2=2y=0,y=1 % A

A
L0516
x=2 nl

134. Uz pomoé¢ formule Stoksa, izracunati krivolinijski integral I = 9§ z23de + dy 4 2dz

L
gdje je L krug dat sa 22 + 42 =r? i 2 = 0 (r>0). (L je pozitivno orjentisana kriva ukoliko se
posmatra sa pozitivnog dijela z-ose.)

25 Formula Gaus-Ostrogradskog

135. Uz pomo¢ formule Gauss-Ostrogradski izracunati povrsinski integral

ﬂ 423dydz + 4y3dedz — 62 dady

S
gdje je S vanjska strana cilindra 22 4+ y? = a® koji se nalazi izmedu ravni z =01 z = h.
136. Pomoc¢u formule Gauss-Ostrogradski izracunati povrsinski integral

1= # rzdydz + zy dzde + yz dady,

s
ako je S vanjska strana tijela koje pripada prvom oktantu i ograniceno je cilindrom z2+y% = 1,

te ravnima x =0,y =0, 2 =0, 2 = 2.
137. Izracunati povrsinski integral I = // 22dydz + y?dzdz + 22dady gdje je S+ spoljasnja
S+

strana kupe odredena omotacem 2> = 22 + 9%, 0 < 2z < h i osnovom 22 + 3> < h%, 2z = h za
fiksirano h > 0.
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26 Integrali ovisni o parametru

138. Prvo izracunati integral I = / e~ " sin(ax)dz pa poslije toga dobijeni rezultat iskoristiti

0
i koristedi metodu diferenciranja po parametru izracunati

o0
/:1:0 " cos(ax)dz
0

139. Date su vrijednosti dva integrala (a > 0)

o cosmcd T 4 o sinazd T
= —c¢ = —.
o 1+a? 27 0 x 2

°° sinax
Koristeéi date jednakosti, uz pomo¢ metode diferenciranja po parametru izracunati / m T
0 x
1
140. Metodom diferenciranja po parametru izracunati integral / de (a® < 1)
J a1 -

0
(mala pomoé¢: mozda éete naéi korisno da u rjesavanju integrala iskoristie smjene z = sint ili
tgt = z).

1

arctgax
141. Metodom diferenciranja po parametru izracunati integral / 8

) /1 — 2?2

mozda ¢ete naéi korisno da u rjesavanju integrala iskoristie smjene @ = sint ili tgt = z).

dz (mala pomoé:

27 Vektorska teorija polja

142. Dokazati da je vektorsko polje potencijalno i na¢i njegov potencijal:

_

=2z(y? + )i + 2y(a® + 2%)f + 22(a® + ).

143. Odrediti brojeve a i b tako da vektorsko polje ¥ = (yz + azxy, zz + bz® + y22, azy + y*z)
bude potencijalno i za dobijeno polje izracunati njegovu cirkulaciju duz pravoliniske konture od
tacke A(1;1;1) prema tacki B(2;2;2)

144. Neka funkcije g, h : R® — R ispinjavaju
Ag(x,y,2) =0 1 Ah(z,y,2)=0
2

oa?

2

0 )
+ —— + = Laplace-ov operator. Za funkciju f : R* — R datu sa
oy? 022

gdje je A=
F@9,2) = 9(,9,2) + (2 + 4 + (e, 1, 2)
izracunati AAf(z,y, z).

145. Pokazati da je vektorsko polje o = (22 + y + 2,7 + 2y + 2,2 + y + 2z) potencijalno i
naci njegov potencijal.

146. Dokazati da je vektorsko polje @ = (zcoszz — ysinz,cosz,x cos zx) potencijalno i

izracunati cirkulaciju tog polja duz prave od tacke O(0,0,0) do tacke A(1,2, ).
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28 Cirkulacija i fluks vektorskog polja

147. Izracunati cirkulaciju vektorskog polja @ = (1,zy? yz%) duz konture 22 + 2y* =
z=2x.

148. Izracunati cirkulaciju polja 7 = xi + yj + (z +y — 1)k duz odsjecka prave izmedu tacaka
A(1,1,1) i B(2,3,4).

149. Data su skalarna polja f = zyz, g = a2y +yz + za.
(a) Formirati vektorska polja @ = gradf, b= gradg i 1sp1tat1 prirodu vektorskog polja @ x b
(drugim rijecima odgovoriti na pitanje da li je polje @ x b potencijalno ili solenoidno).

(b) Izracunati /(E X l;)dr, gdje je C duz koja spaja tacke O(0,0,0) i B(1,2,3).
C
150. Izracunati fluks vektorskog polja
0= (x,—y*2® + 22— 1)

po unutrasnjoj strani sfere 22 + y? + 22 = 1.
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